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1 Holomorphie und Cauchy-Riemann-DGLs

1.1 Hilfsmittel aus der Linearen Algebra

Def.: Eine Abbildung f:C - C heif3t
additiv : = Ox,yOC: f (x+y)=f (x)+ f(y)
R-homogen := OAOR:0zOC: f (Az) =Af (2)
C-homogen := OAOC:0zOC: f (12) =11 (2)
C-anti-homogen := 0AO0C:0zOC: f (Az)=Af (2)
R-linear := f ist additivund R -homogen

C-linear : = f ist additivund C-homogen
C-anti-linear := f ist additivund C anti-homogen

Lemma (Charakterisierung von R und C Linearitat): Essei f:C - C eine R-

lineare Abbildung, d.h. f OEnd; ((C) Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
() Esist f(i):if (1)

(i) Die Abbildung f ist C-linear, d.h. f OEnd.(C).

(i) Es gibt ein |OC, sodass fir alle zOC gilt: f(z)=Iz. Esistdann | = f (1),



(iv) Esgibt a,0R, sodass die Koordinatenmatrix cB(f) von f aufgefasst
Abbildung f :R? -~ R? bzgl. der kanonischen Basis B von der Form

cB(f):(; _'BJDRZXZ ist

a

Beweis:
(i) = (ii): Sei A,z0C beliebig und
ai=Re(4), b:==Im(1), é=Re(z), n:=Im(2)
Dann gilt
f(Az)=f (az+ibz) = f (az) + (|bz) f (z)+Df (i(&+in))
f

=af (2)+bt (i¢ - n) af (2) +b(¢ (i) -1 (1)
=af (2)+bi (&f (1) +inf (1)) =af ( +b|(f (&)+nt (i)
=af (2)+bi(f (&) + (,,)):a()+b.f(z) (a+ib) (2) =1 (2)

(if) = (iii): Setze |:= f (1), dann gilt n.V.
0zOC: f(2)=f(1z) = f (1) z=lz.
(iif)= (iv): Sicherlich gibt es eine Koordinatenmatrix

SO

von f bzgl. der kanonischen Basis des R?. Nach Definition der Koordinatenmatrix
und des kanonischen Isomorphismus R* - C ist

a=Re(f (1)), B=Im(f(1), y=Re(f(i)), o=Im(f(i))
Nun ist aber nach (iii) insbesondere: f (i)=li =if (1), d.h.
Y= Re(f()) Re(if (1)) =-1Im(f (1))=-
d=Im(f(i))=1m(if (1)) =Re(f (1) =a

o RHEHIEE Te)ere

Lemma (Charakterisierung von R Linearitat):
(i) Eine Abbildung f :C - C ist genau dann R -linear, wenn es A,u0C gibt, sodass

0zOC: f(2)=Az+uz

A=3(f(U)=if (1), w=3(f () +if (7))
d.h. A, sind eindeutig bestimmt.
(i) Ist f R-linear, dannist f genau dann C linear, falls ¢ =0.

—
g
N

1>

(ii) Es gilt dann

Beweis:
@) ,=" Sei f R-linear. Definiere

2=3(1 @)1t (1)), =31 (@) +if ()
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und fur zOC definiere
x:=Re(z), y=Im(z

~—

Dann gilt

£(2)= f (x+iy) = (1) +yf (i) =252 1 (1)+%i7f(i)

2
:%(f (1)z+__1f (i)zj+%(f (1)2—_—1f (i)zj =Az+ iz

,1 “ Seien aUR, z,z,0C, dann gilt aufgrund der Eigenschaften der komplexen
Konjugation

f(z+az)=A(z+az)+uz +az,

=z +pz+a(Az,+uz,)=1(z)+all (z,)

(i) Angenommen f ist R -linear und es gibt weitere Zahlen A,/ 00C, sodass auch
f(z)=A'z+uz
Dann folgt aber, indem wir das insbesondere fur f (1)=A"+4 und f (i)=A'i - 4/i
einsetzen:
A=1(F ()it (i) =2((A+p) =i (A=) =2(AN+ A+ 1/ =) = A
p=3(F@+if () =3 (A + ) +i(Ai=p)) =3 (A =+ g 440 ) = 4t
(iii) folgt aus dem vorangegangenen Lemma tber Charakterisierung von C-
Linearitat.

Corollar: Bezeichnet man mit Endc ((C) die Menge aller komplex anti-linearen
Endomorphismen, dann besagt obiges Lemma, dass
End, (C) =End. (C) O Endc (C)

Das lasst sich Gbrigens verallgemeinern:

Satz: Seien V,W C-Vektorraume (und damit auch R -Vektorraume). Sei
T OHom, (V,W)
dann existiert genau ein A JHom, (V,W) und genau ein xOHomc (V,W), sodass
T=A+u
Es qilt also:
Hom,, (V,W) =Hom, (V,W) O Homc (V,W)

Beweis: Definiere

Dann qilt fur alle £0C



A(éz)=

N

(T (£2)-iT (162)) =3(T (& +1&)2)-iT (i (6 +1£.) )
=S (6T () &7 (2) 167 (2) #1657 (2)) =5 (& +16)T () -1 (6 +1€:)7(2)

=(6+18)5(T(2)-iT(i2) =& (2)
Also ist A C-linear. Analog gilt

=
—
Ny
AP
I

Lr ()T (1£2) =2(T (& +i6) 2 +iT (1 (& +i6)2)

N

ET (2)+ &7 (12) +167 (i2) =167 (2)) = 5 (6 -18)T () + (& +16)T (i2)

N

(&-16)T(2) +(6-16) T (12)) = (&-1&)5 (T (2) +i7 (i2)

D
~Q|I\J|l—‘ N[

—
N
~

also ist 4 C-antilinear. AuRerdem gilt

A2)+u(2) =%(T(Z)+iT(iZ))+%(T(Z)_iT(iZ))
=%T(z)+|—2T(iz)+%T( )-=T(iz)=T(2)

Also ist T =A+ . Angenommen es ware nun auch T =A"+ 4/ eine solche Zerlegung.

Dann ist

A(2) =%(/1’(z)+,u'(z)—i/l’(iz)—i/,l'(iz)) = )'(2)

w(2) =5 (T(2)+iT (12)) =5 (4 () + 4 (2) +i4'(12) #i4¢ (i2)) = £ (2)

1.2 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition ( C-Differenzierbarkeit): Es sei U [0 C offen. Eine Funktion f:U - C
heil3t komplex differenzierbar in allU , falls der Grenzwert

()= tim A1) 1(2)-7(a)
h-0 h z-a Z—a

existiert.

Definition (Holomorphie): Eine Funktion f :U [0 C - C heif3t holomorph in U , falls
f in jedem Punkt allU komplex differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit

Hol (U):={f:U - C| f ist holomorph auf U}



Lemma: Eine Funktion f:U - C ist genau dannin allU komplex differenzierbar,
wenn es eine C-lineare Abbildung A:C - C und ein ¢:C - C gibt, sodass

f (a+h)=f(a)+Ah+g¢(h) mit Lim@:o.

Beweis:
,—" Essei f in a komplex differenzierbar. Wir definieren die C-lineare Abbildung

A:=f'(a) und ¢(h):=f (x+h)-f(a)- Ah. Dann gilt:
Iim¢(h) ~lim f (a+h)-f(a)-f'(a)h ~lim f (a+h)-f(a)
h-0 R h-0 h h-0
,0 “ Es gelte andersherum f (a+h)=f (a)+ Ah+¢(h) mit den angegebenen
Bedingungen fir A und ¢ . Dann ist
flash)=1(a)_,, o(h)_,
h h-0 h

-f'(a)=0

[im
h-0

Satz: Essei f:U OC - C komplex differenzierbar in allU . Man fasse Q als
Teilmenge des R? auf und interpretiere somit f :U OR? - C. Man zerlege f in
u=Re(f) und v:i=Im(f), sodass also f =u+iv und ferner a=¢+in. Dann gilt:
O 1(@)=u,(En) v, (E0)2 1,(a)2u, () +iv, (€)1, (2
(i) Die Funktionen u,v sind total R -differenzierbar und es gilt: u,(a) =v, (a) und
0, (2) =, (a)
(i) f isttotal R -differenzierbar und es gilt: f, (a) = -if, (a)

Beweis:

Komplexe Differenzierbarkeit bedeutet, dass
f(a+th)-f
i t(arh)-f(a)
n-oo hn

existiert und zwar fir jede Folge komplexer Zahlen (hn)nDN mit limh, =0, h, #0. Die

Differenzierbarkeitsaussagen folgen damit sofort, indem man rein reelle bzw. rein
imaginare Folgen wahlt. Wir wahlen speziell ein h, R . Dann gilt

arh)=1(a) _ . u(E+nu)-u(&n) V() -v(En)
h, e h, h,

f’(a):Limf(

f'(a)=lim

e iR e ih, in,

Es folgt:



u, (a) +iv,(a) = -iu, (a) +v, (a) - u,(a) =v, (a) U-u, (a) =v,(a)

X

Damit ist
f,(a)=u,(a) +iv,(a) =v,(a) -iu, (a) =-i(u, (a) +iv, (a)) = if, (a)

Definition: Essei f:U - C in allU reell differenzierbar. Dann heif3en die
Gleichungen

u.(a)=v,(a), -u,(a)=v,(a)
Cauchy-Riemannsche-Differentialgleichungen.

Satz (Charakterisierung komplexer Differenzierbarke it): Essei f:U OC - C
eine Funktion f =u+iv und alJU . Dann sind folgende Aussagen aquivalent
(i) f istin a komplex differenzierbar
(i) Es gibt eine C-lineare Abbildung A, sodass f (a+h)-f(a)-AhOo(h)
(i) f istin a reell total differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

Beweis:

Die Richtungen (i) < (i) und (i)= (iii) wurden schon gezeigt. Wir zeigen daher nur
noch (iii) = (ii):

Fassen wir erneut f aufals f:R? - R?, so folgt mit den Cauchy-Riemann-DGL und
z=¢ +in fur das totale R -Differential von f :

A u(é.) _(udl&m) u(&n))_(w(én) -v(&n)
(@2 1(ea) e = “’”'(w(ﬁn) vy(m)]'( wen wien)
Nach obigen Lemmata ist Df (£,77) eine C lineare Abbildung.

1.3 Wirtinger-Kalkal
Def. (Differentialoperatoren): Essei f:U OC - C differenzierbar. Zerlege
a=&+in und f =u+iv. Dann fassen wir f auf als Abbildung U O R? - R?
(€)= (u(&m) v(Em)
Dann gilt far die reelle Jacobi-Matrix von f
ou au

o en)=( Sfien)
Wir bezeichnen mit
d,f(a)=0,f(&.n):=(0,u(é.n).0v(&n))20u(é.n)+idv(én)
0,1 (a)=0,1(&:n):=(0,u(£.7).0,v(¢.m)) 20,u(&.7) +id,v(€.1)
die normalen Richtungsableitungen von f bei z unter dem kanonischen
Isomorphismus R? OC . Ferner heif3t

1 ,
3,f(2) :=E(axf (z)-ia,f (2))
komplexe Ableitung und



= 1 .

@Wﬂ:j@ﬂﬂﬂ%“ﬂ)
Dolbeault-Operator. Die Werte 9, f (a) und 9,f (a) heiBen auch die Wirtinger-
Ableitungen von f .

Bem: Wendet man obige Satze und Lemmata an, so erhalt man sofort, dass gilt
(i) f in a komplex differenzierbar = f'(a)=0,f (a)

(i) f istin a komplex differenzierbar = 9,f(a)=0

Bem.: Man kann die Wirtinger-Ableitungen als Operatoren 9,0:C*(U) - C°(U)
auffassen. Dann ist also
kerd = Hol (U)
Man bezeichnet umgekert eine Funktion f OC* (U) auch als anti-holomorph, falls
f Okero

Satz (Rechenregeln): Ist U OC offenund f,g:U - C differenzierbar in alJU ,
dann sind auch

f,fy,f+g
sowie fur jedes AOC auch Af differenzierbar in a und es gilt

() 9,f(a)=0,f(a), 9,f(a)=0,f(a)
(i) o,(f @)(a) =0,
(i) 9, (
V) 0,(f+g
v) 9,(




2 Cauchyscher Integralsatz, Integralformel und
Potenzreihenentwicklung

2.1 Interpretation komplexer Kurvenintegrale

Def. (rot): Fir ein Vektorfeld f DCl(U,RZ), U OR? offen, heiRt rot f :U - R
rot f :=d,f —0,f,
Rotation von f .

Def. (Senkrecht): Fiir einen Vektor aldR? definieren wir
m]
ROEE
a, Q
Satz: Ist y:[0,1] - C eine Kurve und f OC°(C,C), so bezeichnen wir mit

jf £= [0 (y(t) (t) ot
das komplexe Kurvenintegral Gber f , aufgefasst als Funktion C - C, und mit
R 1 . R 1 .
[t =L (@) r)ae, [ =] ((0) (1) )t
das reelle tangentiale und normale Kurvenintegral Giber f aufgefasst als Vektorfeld
R? - R?. Dann gilt

Beweis:
[, T=0 1 0A0) () = (Re( f (#(1))~i1m( 1 (1(1))) fRe(# (1) +i 1m(y(1))) et
= [,(Re( ((2))) Re((2)) +1m( () 1m( (1)) e
# [, (Re( 1 ((t)) m(y(1)) ~1m( 1 (1(t)))Re((1))) et
_pf[Re(t ()] (Re(y(O))\ . of [RelT AD))] (im{p(0) Y\
-L<[|m(f (y(t)))M'm(y(t» >d I°<[Im(f (y(t)))}’{—Re m))Dd
= [2(F (r(0) 7(0) =i [ (£ (r(0)), ()" ot



Definition: Eine Kurve ist eine stetige Abbildung y:[a,b] -~ C mit a<b, [a,b] OR.

Lemma von Goursat: Es sei K OC offen und konvex, es sei f OJHol (K) Dann gilt
fur jedes Dreieck AK :

[ fdz=0

0A

Beweis: Sind a,b,c die Ecken des Dreiecks, so meint Integration Gber dA, die
Integration tber die Kurven [a,b],[b,c].[c,a]. Bei Anderung der Reihenfolge um die

Ecken, andert sich das Integral tiber dA lediglich um den Faktor —1.
Wir zerlegen das Dreieck in vier kongruente Teildreiecke, indem wir jeweils alle
Mittelpunkte verbinden. Davon wahlen wir ein Dreieck A, aus, sodass

j fdz

an

2

j fdz

an,

i=12,3.

Dann ist sicherlich

If(z)dz

0A
Wir zerlegen nun erneut A, genauso in vier kongruente Teildreiecke, wahlen wieder

dasjenige, mit dem betragsmallig grof3ten Kurvenintegral aus u.s.w. und erhalten so
eine absteigende Folge A, 0 A, [0... von Dreiecken A, . Dann gilt:

_[f(z)dzs4”[~]j f (z)dz
A A,
Es seinun OnON:z 0A,. Da f OHol(K), gilt:

t(2)=1(z)+f'(z)(z-2)+z-z|r(2),

wobei r : K - C eine Funktion ist, mit limr (z) =0. Die affin-lineare Funktion
-7

f(z)+f'(z)(z-2z) besitzt eine Stammfunktion, folglich verschwindet das

Kurvenintegral dariiber und es ist
I f(z)dz= J'|z—zo|r(z)dz
an, oA,

Es sei L der Umfang des Dreiecks A, dannist 27"L der Umfang von A, . Da z,0OA,,

<4if f(z)dz

any

gilt auRerdem |z— zo| <2"L. Folglich erhalten wir insgesamt:

a_|;f(z)dz <4 [‘]aj f (z)dz I r(z)dz

A, an,

<4"@2"LERTL

< L* nax|r ()| 0 OG- 0

Satz vom Integralkriterium: Es sei K JC offen, konvex und f eine stetige
Funktion, sodass fiur jedes Dreieck A [0 K gilt:

jf(f)dfzou)

0A



Dann besitzt f in K eine holomorphe Stammfunktion, d.h. eine Funktion F mit
F'=f . FUr beliebig aber fest gewahltes allK erhalt man eine solche durch

Integration langs der Strecken [a,z], zOK durch:

F(2):= [ £(&)d¢
[

Beweis: Es sei zOK und hOC betragsmallig so klein gewahlt, dass z+h[OK . Es
sei y:[0,1] - C mit y(t):z+th eine Parametrisierung der Kurve [z z+h]. Wegen (|)
gilt dann:
F(z+h)-F(2)
h

>

f f(z)dz=%j§f(y(t))y(t)dt:%j:f(z+th)hdt

[z.z+h]

= [ (z+th)ct = ([0, F (2+90) DT £ (2)

0
(1) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein solches z9D[O,1] . Aus

der Stetigkeit von f folgt die Aussage uUber den Grenzwert.

Cauchyscher Integralsatz: Es sei Q O C offen und einfach zusammenhangend. Es
sei f:Q - C holomorph. Es sei I' 1 Q eine geschlossene Kurve. Dann gilt:

jfdzzo
)

Beweis: Aus f [OHal (Q) folgt nach dem Lemma von Goursat, dass das
Kurvenintegral Uber jeden Dreiecksrand verschwindet. Daraus folgt mit dem
Stammfunktionslemma, dass f fir jeden beliebigen Punkt al1Q in einer Umgebung

dieses Punktes eine Stammfunktion besitzt. Die Geschlossenheit von I bedeutet, da
das Gebiet einfach zusammenhéangend ist, dass ' nullhomotop ist. Daraus folgt die
Behauptung.

Lemma: Es qilt fir jedes £ >0 und mOZ:
(i) j Z"dz=0, falls m# -1
2.(0)
(ii) j Z'dz=27i , falls m=-1

28, (0)

Beweis:
Es sei y:[0,271] ~ C eine Parametrisierung y(t):= e€" von B, (0). Dann gilt fiir
m# -1
2 LAmoL Lr2m E .2 6’2 )

Z"dz=| (e€') ci'dt=¢£%| e™dt= gt |7 = e?mmy) _gd) =0
08;[(0) .[o ( ) .[o (m+1)|: :| ( )
, und fir m=-1:

1 O N X4 :

I z dz:I —-&ie dt=II Adt = 27

.(0) ° e °

10



Cauchysche Integralformel:  Es sei 0 2 Q O C nicht-leer offen und f OHol (Q).
sei Ki(a) 0 Q eine geschlossene Kurve in Q. Dann gilt fiir z, K (a), dass

Beweis: Aus der Holomorphie von f folgt die Beschréanktheit des
Differenzenquotienten:

(O)-1(2),,
f-z |
Fur irgendein B, ( )D K ( a) mit beliebigem £>0 gilt mit obigem Lemma:

%8, (2) -z

Ezf

_ f@)f() f
‘BBL)T“”( %J e J e e
Mit £ — O folgt die Behauptung.

Wir erhalten als unmittelbare Konsequenz eine Special Ability holomorpher
Funktionen:

Satz: Holomorphe Funktionen sind unendlich oft differenzierbar:
f OHol(Q) = OkON: £ OHol (Q)
AulRerdem gelten fur die Ableitungen die Darstellung:
I f
((z)=LL [ ) g
27T 5 (- 2)

Beweis:
Die Funktion f seiin zOQ komplex differenzierbar. Dann gilt nach der

Cauchyschen Integralformel:

_ 119
f(Z)_ETBSI(Z)f—ng
_df(zg) 1 d f(f)df= 1 | f(f)gi(f_z)_ldfz k! i f (&) de
dz  2imdZ* 1, -2 2717, dz" 2Am 1y (E-2)"

Damit erhalten wir sofort eine Umkehrung des Lemmas von Goursat:

Satz von Morera: Eine stetige Funktion f :K - C auf einer offenen Kreisscheibe
K O C ist genau dann holomorph, wenn fiir jedes Dreieck A 0 K gilt:
j f(z)dz=0

Beweis:

11
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»=>"1 Lemma von Goursat
»J “2 Aus dem Integralkriterium folgt, dass f eine holomorphe Stammfunktion F mit

F'=f besitzt. Folglich ist auch die Ableitung f holomorph.

Satz: Sei f:Q - C holomorph, Q OC offen. Dann gilt fur jeden Punkt z,JQ :

[a, 0C:Ce>0:02z0U,(7): f(2) =Y a(z-2)"
k=0
Die Koeffizienten a, kdnnen explizit berechnet werden durch:

8 =— I(yf(y)k+ldy=f(k)(zo)/k”"vc’bei M=B:(2)00

2y _Zo)

Beweis: Es sei z,[1Q . Dann gibt es wegen der Offenheit von Q ein R>0, sodass

IM:=0Bg (zo) [0 Q. Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel:

S CO PP R U (9 1), 1
f(Z)_ZiﬂIZ—ZdZ_ZiHIZ—ZO+ZO—ZdZ_2iﬂIZ—ZO z- 4
r r r 1- ZO
{-1,

Da ¢ 00B(z)=|{ -2|=R. Also gilt 0z00B;(z,):|z-2|<R.Esseinun r <R

beliebig. Dann gilt: 0zOB, (z,): ;_ZZ‘;‘ =0 <1. Es gilt nach der geometrischen Reihe:
33
k=0\ Y~ % 1- -7

Y~ 4
und da wir durch 0 unabhangig von z majorisieren kbnnen, konvergiert die Reihe
gleichmafig auf B, (zo) Folglich durfen Integration und Summation vertauscht

werden und es gilt:

0z0B, (2,) 2|77-! i( j 1 i(] f(¢) (z-2)" dzj

2|7Tk=0 rZ_Zo (Z_Zo)k
-Z[z.,,f (Zf;kﬂdzj(z—zo)%gak(z—zo)k

Satz (deLospital-Analogon): Es seien f,g DHOI(Q) und es sei al1Q eine isolierte

Nullstelle von g der Ordnung n und eine isolierte Nullstelle von f von Ordnung
mindestens n, d.h. es gelte:

Do<ks<n-1:g%(a)=f"(a)=0und g" (a)=0
Dann gilt:

12



(@) _1"(a)
o(2) " o (a)

Beweis: Aus der Holomorphie und der Forderung nach Isoliertheit der Nullstelle a
folgt, dass es eine Umgebung U, (a) gibt, in der beide Funktionen eine

Potenzreihendarstellung
f(2)=X a(z-a)" und g(2) =3 A (z-a)"
k=0 k=0

besitzen. Da diese identisch mit der Taylorreihe sein muss, gilt wie Ublich:

£ (4 () (4
DkDN:akz—kl( ),ﬂk=_g kf )
Nach Voraussetzungist a,=...=a,,=0, S, =...=5,,=0 und S, #0. Also:
ia'k(z—a)k (z—a)"Eﬁ:a'km(z—a)k ilima,ﬁn(z—a)k
T = s =
=00(2) S g (zma) T (z-a)' D B (z-a)  SlimA..(z-a)"
k=n k=0 k=072
a /n_ f0(a)
- B, /n! - g™ (a)
Cauchysche Ungleichungen:
1 f n ! f
= | Wae 10@=2 | M a
M oy ¢ 2 7 e ({ = 2)
@) ()
£ (2 =| n'. dl|< B, (z)0sup
‘ ( )‘ ‘Zﬂl ae!(@ (Z )n+1 2 [IP R( )‘ EDBBR(Z) (Z_Z)n+l .
_2nmmgﬁg§§§z)“(z)‘ R () f(¢) T

Satz (Mittelwertformel): Es sei f OHol(Q),z0Q und r >0, sodass B, (z) 0 Q.
Dann gilt

Beweis: Die Cauchysche Integralformel gilt insbesondere auch fir z=a und den
Kreis mit der Parametrisierung ¢:[O, 271] - C mit ¢(t) = z+ré". Damit erhalten wir

f(2)= 2:7in i f((_fz) d = 2:7in [ ;Eg(f)z)qﬁ(t)dt

1 2nf(z+re”)
Y J-O z+re' -z

irg'dt :%Tﬁﬂf (z+re")at
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3 Nullstellen und Laurent-Entwicklungen

Definition: Es sei f:U OC eine holomorphe Funktion. Ein aldU heil k-fache
Nullstelle von f, falls gilt: 00< j<k-1: f (a) =0.

Lemma: Es sei f DHoI(Q) und aldQ k-fache Nullstelle von f . Dann existiert eine
Potenzreihenentwicklung

f(z):icn(z—a)n

n=k
£ (a)

Beweis: Die Koeffizienten sind ja gerade c, = und folglich Null ftr

n=0,....k-1.

Definition: Eine Funktion f :Q\{a} -~ C, f OHol (Q\{a}), heiRt holomorph
fortsetzbar, falls es eine Funktion F OHol (Q) gibt, mit F|Q\{a} = f . Die Funktion F
heil3t holomorphe Fortsetzung von f in a.

Riemannscher Hebbarkeitssatz: Ist fDHoI(Q\{a}) und f beschrénkt in
U, (a)\{a}, dann existiert eine holomorphe Fortsetzung von f in a.

Beweis:
Wir definieren die Funktion ¢:Q - C durch
0 falsz=a
#(2):= .
(z-a)" f (2) fdlsz#za

Die Funktion ¢ ist auf ganz Q holomorph, denn aus der lokalen Beschranktheit von
f folgt:

2

im0 i (278 12 )£ (2)=0=9'(a)
Z-a Z—a Z-a Z—a Z-a

Also hat ¢ eine zweifache Nullstelle in a und somit eine Potenzreihenentwicklung

¢(z)= ian (z-a)". Folglich ist

(z-a)"$(2)=Ya,(z-8) " =Y 4. (z-a)" = F (2)

n=2 n=0
die gesuchte Fortsetzung.

Corollar: Es sei f OHol (Q\{a}), und es sei f in a definiert und stetig. Dann gilt:
f OHol (Q).

Beweis: Ist f in a definiert und stetig, so ist f in einer Umgebung von a

beschrankt und besitzt dort eine holomorphe Fortsetzung F . Diese Fortsetzung ist
jedoch eindeutig bestimmt. Da Holomorphie Stetigkeit impliziert, gilt F = f .
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Definition: Ein Kreisring mit innerem Radius r =0 und auf3erem Radius R< o mit
Mittelpunkt a ist die Punktmenge

K, z(a)={z0C|r<|z-d <R}

Speziell K, (a):=K, heilt punktierte Kreisscheibe um a.

Satz (Integralformel fiir Kreisringe): ~ Es sei f OHol(U) und es sei K, ;(a)OU.
Dann gilt

0zOK, o (a): f (2) = L | fZ(_ZZ)dZ—B:[(a%dZ

27 9Bg(a)
Beweis: Es sei zOK, ;(a). Wir definieren

go(Z)::w fir £ #z und ¢(¢):=f'(2)

Dann ist g[JHal (U \{z}) und in z definiert und stetig. Nach dem Corollar zum
Riemannschen Hebbarkeitssatz folgt ¢[JHol (U ). Die Kreise 9B, (a) und dB, (a) sind
in K, - (a) frei homotop und folglich gilt:
J' ¢(z)dz= J' o(z)dz (O
9B (a) 9B, (a)
Es ist einerseits:

I ¢(¢)d¢ = j wdz: f %d(—f(z) j %dz

5(a) o5(a) om(a) ¢ T2 () ¢ T2
f
= | ﬂdz— f ()27
9Bg(a) ¢-z
Da zOB, (a) gilt wegen des Cauchyschen Integralsatzes andererseits:

[ o(¢)dc= | %dz—f(z) [ ——dc= | RACOIS
o8 (a)

28, (2 w@€ "2 @S "2

Setzt man beides in (0 ein, so erhalt man:

1 f(¢),, 1 f(¢
f(Z)'zni(,BRI(a)(—zdZ 2maJ(a)z—de

Definition (Laurent-Reihe): Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

i a,(z-a)":= nZ:a_n(z—a)_n +§an(z—a)n

Man bezeichnet ia_n(z—a)_n als Hauptteil, ian (z-a)" als Nebenteil. Eine
=1 n=0

Laurent-Reihe heil3t konvergent, falls sowohl Haupt- also auch Nebenteil konvergent
sind.
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Satz (Konvergenzradien von Laurent-Reihen):  Es sei p der Konvergenzradius der

Potenzreihe » a,(z-a)" und R der Konvergenzradius von Y a,(z-a)". Dann ist
n=1 n=0

die Laurent-Reihe i a,(z-a)"

n=-c

« konvergent fir alle z mit r:4<|z-g <R
- divergent fiir alle z mit |z-a/<r oder |z-g >R

Beweis: Folgt direkt aus der Definition der Laurent-Reihe.

Lemma: Es sei f( Z a,(z-a)" eine auf K, (a) konvergente Laurent-Reihe

mit a_, =0. Dann besitzt f in Kr’R( a) eine Stammfunktion.

Beweis: Potenzreihen durfen innerhalb ihres Konvergenzbereichs gliedweise
differenziert und integriert werden. FoIinch existiert die Stammfunktion F :

F()= > Po(z-a)”

n=—co,N#— 1n+1

Satz (Integralformel fur Laurentkoeffizienten): Konvergiert die Laurentreihe

> a,(z-a)" im Kreisring K, ;(a) gegen f, so gilt
1 f({)

270 o7 o) (¢ -a)™

fur r < p<R. Jede holomorphe Funktion besitzt in einem Kreisring also héchstens
eine Laurent-Entwicklung.

a, = ¢ L

Beweis: Nach obigem Lemma besitzt die Funktion

C k
() _a 2% o o A
o = o :zak(z_a) T
(z—a) Z—-a (z—a) z-a =, z—-a
eine Stammfunktion und folglich gilt fiir das Kurvenintegral:
f(7)  a f({)
T df = oymdd=a | ———dd=a.2n
w0 (¢ -2)" {-a asj<a>(i -a)"™ I

Damit sind die Koeffizienten eindeutig bestimmit.

Satz (Laurent-Entwicklung): Jede in einem Kreisring KrYR(a) holomorphe Funktion

besitzt in diesem genau eine Laurent-Entwicklung. Die Koeffizienten sind fir
beliebiges r < p <R durch (L) gegeben.

Beweis: Besitzt f Uberhaupt eine Entwicklung in eine konvergente Laurent-Reihe,
So ist diese nach obigem Satz eindeutig bestimmt. Es geniigt daher zu zeigen, dass
f in jedem kleineren Kreisring K.. o (a) mit r <r'< p<R <R eine solche
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Entwicklung besitzt: Nach dem Satz Uber die Integralformel fur einen Kreisring besitzt
f immerhin eine Darstellung

f(2) = | f(Z)dZ_ 1 | f(Z)OIZ

2 o € =2 Mg €2
Mittels geometrischer Reihe erhalt man fir den Integrand tber 0B, (a) ;
k
1 — 1 — 1 D 1 — 1 li Z—a fl',]r|Z—a|<R', |Z_a|:R’
{-z {(-ata-z {-a 1-Z2-4a {-aix\{-a
{—-a
und fiir 0B, (a):
o N\
1 _ 1 e S 12(5 aj fur |z-a|> 1", |¢-a =1
(-2 (-a+ta-z z-a 1_5—8 z-az\ z-a
z-a

Diese Reihen konvergieren beide gleichzeitig und gleichmafig falls r’ <|z—a| <R, da
sie durch ein <1 majorisiert sind. Folglich dirfen Integration und Summation
vertauscht werden und wir erhalten die Laurent-Entwicklung:

(= ]| FAE () oo e g [ e

S

00 1 f (Z) K 00 1 f (Z) »
;) 271 BBJ(a) (Z _ a)k+1 Z(Z a) +kZ:l o7 aBrJ;a) (Z _a)k+1 Z (Z a)

=8y =ak

Definition (Singularitat): Ist f OHol (U \{a}), so heiRt a0U isolierte Singulariét,
falls f dort nicht definiert ist. Wir klassifizieren drei Arten isolierter Singularitaten: a
heil3

() hebbare Singularitat, falls f in a holomorph fortsetzbar ist (siehe

Riemannscher Hebbarkeitssatz)
(i) Pol, wenn a nicht hebbar ist, aber ein KON existiert, sodass a hebbare

Singularitat von (z—a)k f ist. Die kleinste solche Zahl mit dieser Eigenschaft
heil3t Vielfachheit des Pols. Die Zahl k ist genau dann Vielfachheit des Pols a,
wenn es eine Darstellung f (z) = g(z)/(z—a)k , wobei g in a holomorph ist und
g(a)=0.

(i) wesentliche Singularitat, falls a weder hebbar, noch Pol ist.

Satz (Klassifikation von Singularitaten): Es sei f OHoal (U \{a}). Dann existiert
eine Laurent-Entwicklung von f in a, namlich
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f(z)=¢(z)+f, (z) mit f,(2) =g(za_;;)n, dem Hauptteil und Nebenteil ¢(z)

und die drei Falle entsprechen

(i) a hebbar - f, =0
(i) a Pol mit Vielfachheit k < [On>k:a,_ =0und a, #0
(iii) Es gibt unendlich viele a_, #0

Beweis:
() Ware f, #0, so gabe es mindestens einen Koeffizienten a_; # 0 und es ware

f in a nicht beschrankt. Folglich kénnte f dort nicht holomorph fortgesetzt

werden.
(i) a ist Pol mit Vielfachheit k genau dann, wenn k die kleinste Zahl ist, sodass a

hebbare Singularitit von (z—a)k f ist, was genau dann der Fall ist, wenn a

hebbare Singularitat von (z—a)k f, ist. Diese Funktion besitzt eine Darstellung
(z-a)“ f, = ia_n (z-a)™" . Hieran sieht man: Die Singularitat ist genau dann
hebbar, Wenn:?Ur n>k « -n+k<0 a_,=0. Dabeiist a_, #0.

(i) Kklar

Satz von Casorati-Weierstraf3: Es sei f OHol (U \{a}) und wesentlich singular in a.

Dann liegt fiir jede Umgebung V (a) DU (a) das Bild f (V \{a}) dichtin C, d.h. jede
Kreisscheibe enthalt einen Punkt f (z) mit zOV (a)\{a}.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Kreisscheibe B, (w) die keinen der Punkte
f (z) mit zOV\{a} enthalt. Dann gibt es ein £>0, sodass |f (z)-w 2 ¢ fiir alle
zOV \{a} . Damit ist die Funktion g:V\{a} —» C
1
9(2):= f(z)-w
holomorph und durch 1/ & beschrankt. Folglich hat g in a eine hebbare Singularitat.
Also hat f =1/g+w im Punkt a im Fall Lifr;g(z) # 0 eine hebbare Singularitét.

Widerspruch! Falls Iimg(z) =0: Da g nach Konstruktion nicht in einer Umgebung

von a identisch Null sein kann, existiert eine Entwicklung g(z)=> a,(z-a)" mit
n=0

a, =0, jedoch einem kleinsten Index k, sodass a, # 0. Also ist dann

Gl O ol SRS S

Salz-a)  (z-af Taulz-al  arda(e-a)

(z—a)k f=
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Am Nenner lief8t man ab, dass (z—a)k f in a hebbar ist, also f einen Pol k-ter

Vielfachheit besitzt. Also ist a insbesondere keine wesentliche Singularitat. Ebenfalls
Widerspruch!
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4 Folgerungen aus den Integralsatzen

Lemma (Restglied bei Potenzreihen): Es sei Zak (z—a)k eine Potenzreihe mit

Konvergenzradius R>0. Dann existiert fur jedes r <R ein cR, sodass fur das
Restglied

:iak (z-a)" git OzOB, (a):|R,(z)| <clz-4"

=n

Beweis: Wir setzen c:=2|an+k|r" . Dann gilt fiir beliebiges zOB, (a)

R.(2) =2 a (-4 | Jlallz-a) = Y Jal(z-a)
s‘(z—a)n EKZ|ak+n r*=c|(z-a)’
=0
Identitatssatz fir Potenzreihen:  Die Reihe f ( Zak z- a habe

Konvergenzradius R>0. Aul3erdem seien nicht alle a, Null. Dann existiert ein r <R,
sodass gilt: In B, (a) liegen hochstens endlich viele Nullstellen von f .

Beweis: Es sei nON der kleinste Index mit a, # 0. Zu einem beliebigen Radius
r <R wéahlen wir gemal3 obiger Restgliedabschéatzung ein cOR , sodass

n+1
1 (2)-a,(z-a) s clfz-a" ()
Angenommen, die Aussage des Satzes ware falsch. Dann lage fur jedes 1N im
Kreis B, (a) eine Nullstelle z von f . Fiir alle diese Nullstellen liefert (*) die

(i

Abschatzung

1(2)-a(z-a)|=[allz-a<clz - - [a,|<cz -
Fir i — « gehtaber z - a und folglich |; —al - 0. Also ware a, =0 im Widerspruch
zur Wahl von n!

Folgerung I: Fur obige Potenzreihe f sind die folgenden Aussagen aquivalent:
() OnON:a, =0
(i) f=0

(i)  f besitzt einen Haufungspunkt von Nullstellen in B, (a)

Beweis: Die Implikationen (i)= (ii) und (ii)= (iii) sind trivial. Die Implikation (iii) = (i)
ist gerade die Verneinung des obigen Satzes.
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Folgerung I: Die Potenzreihen f (z) :iak(z—a)k und g(z) :ibk(z—a)k mogen
k=0 k=0
positive Konvergenzradien haben. Es gebe eine Folge (z).

oy Mit ![rga =a. Es gelte
OiON: f(z)=g(z). Danngilt: OkON:a, =h,.

Beweis: f —g besitzt einen Haufungspunkt von Nullstellen. Nach obiger Folgerung
istalso f-g=0- f=g.

Identitatssatz der Funktionentheorie: Es sei U O C einfach zusammenhangend
und f OHol(U). Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
(i f=0
(i) Die Menge der Nullstellen von f hat einen Haufungspunkt
(i) Es gibt eine Nullstelle von f unendlicher Ordnung

Beweis:
()= (ii): Jeder Punkt ist Haufungspunkt.
(if)= (iii): Es sei z, eine Folge von Nullstellen mit Haufungspunkt z, =limz, . Da f

holomorph ist, ist f insbesondere stetig und es gilt f (z,)=1im f(z,)=0. Da f eine

Darstellung als Potenzreihe f(z)=> a (z—a)" besitzt, ist nach dem Identitatssatz
k=0

fir Potenzreihen f =0 in einer Umgebung von z,. Also sind alle a, =0 und wegen

der Eindeutigkeit der Potenzreihendarstellung ist 0=a, = f® (a)/k!= £ (a)=0.

Also hat f dort eine Nullstelle unendlicher Ordnung.
(iif)= (i): Nullstelle unendlicher Ordnung bedeutet, dass es einen Punkt allU gibt,
sodass Ok ON: f®(a)=0. Aufgrund der Holomorphie von f existiert eine

Potenzreihenentwicklung f(z) =) a, (z—a)k in einer Umgebung von a mit echt
k=0

positivem Konvergenzradius. Aus Ok ON: f (6 (a) =0 folgt, dass alle a, =0 sind.

Folglich ist f =0 im gesamten Konvergenzkreis der Potenzreihe. Deren
Konvergenzkreis geht aber mindestens bis zum Rand von U . Fir jeden beliebigen
anderen Punkt a'[OU gibt es aufgrund des einfachen Zusammenhangs von U einen
Weg von a nach a'. Liegt a' nicht im Konvergenzkreis der Potenzreihe, so entwickle
man die Funktion am Rand des Konvergenzkreises erneut. Erneut liegt auch in
diesem Konvergenzkreis eine Nullstelle unendlicher Ordnung. Dies kann man so
lange fortsetzen, bis @' erreicht wird, da die Konvergenzradien immer echt positiv
sind und mindestens bis zum Rand von U reichen.

Corollar Permananzprinzip: Seien f,g:C - C holomorph und auf R gleich. Dann
sind sie auch auf ganz C gleich.

Beweis:
f —g hat mit R unendlich viele Nullstellen unendlicher Ordnung.
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Satz von Liouville: Essei f:C - C holomorph und beschrénkt durch K. Dann gilt:
f ist konstant.

Beweis: Es sei z,0Q. Wir stellen f(z,) gemaR der Cauchyschen Integralformel als
Kurvenintegral um einen Kreis aBR(zO) da. Dann gilt fur jedes R>0:

f'(Zo)‘l d jﬂdz:ijif(z)dzzl | f(z)d

R 5 VA

2|7Td20 BBR(ZO)Z_ZO ZiHOBR(ZO) dZO Z_ZO 2inaBR(ZO)(Z_ZO)
Also ist
ANES dz<i 1) e LK =K amm.o
|2I77135R(zo 27 soriz)| (2 %) 2 R

Und damit f'(z)=0.

Fundamentalsatz der Algebra: C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis: Eine aquivalente Formulierung lautet: Jedes nicht-konstante Polynom

pOC[X] besitzt mindestens eine Nullstelle. Es sei p(z):=> a,z* ein nicht-
k=0

konstantes Polynom. Angenommen, p héatte keine Nullstelle. Dann ware 1/ p eine
auf ganz C holomorphe Funktion. Fur Polynome gilt ja

. . 1
| = | - =
lim p(2)| @ = lim o) 0
Also existiert zu £ =1 ein R>0, sodass
OzOC\ B, (0): 1 o

In(2)
Da 1/ p holomorph ist, ist es insbesondere stetig und nimmt auf dem Kompaktum
B;(0) sein Maximum an. Es sei daher

M —
zDBR ‘p ‘
Also ist 1/ p auf B (0)0(C\Bg(0))=C durch max(M,1) beschrankt. Nach dem Satz
von Liouville existiert also eine Konstante K OJC , sodass

1 1
0zOC:——=K = Z)=—,

denn es muss gelten K #0. Folglich ist p konstant. Widerspruch!

Frehse-Beweis: Eine aquivalente Formulierung lautet: Jedes nicht-konstante

Polynom pOC[X] besitzt mindestens eine Nullstelle. Es sei p(z):=> az* ein
k=0

nicht-konstantes Polynom. Angenommen, p hatte keine Nullstelle. Dann wére 1/ p
eine auf ganz C holomorphe Funktion. Wir wollen jetzt zeigen, dass 1/ p beschrankt
ist:
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n

Esist p(z)=> az" =z”(zn:akz"’”j und Iim[zn:akzk‘”j:a\q. Es sei £>0. Folglich
k=0

k=0 4=\ (=
existiert ein L >0, sodass

120C:[42 L:‘an Yazrce - Sar 08B (a)
k=0 k=0
Wegen der Kompaktheit von B, (a,) gibt es also insbesondere ein

M = mipZakz"‘”

Damit ist

O0zOC:|4=L:|p(z)|=|4" [‘];akz"’” >|4"M

Folglich gilt fir alle zOC mit |7 =L
1

p(2)

Also ist 1/ p beschrankt fur alle zOC mit |z| > L. Da p nach Voraussetzung keine

1

n

z'M

mLiaguio)

<

Nullstellen hat, ist 1/ p fur alle zOC mit |z| < L definiert und stetig. Wegen der

Kompaktheit von B_(0) nimmt die Funktion dort ein Maximum an, ist also

insbesondere ebenfalls beschrankt. Folglich ist 1/ p auf ganz C beschrankt und nach
dem Satz von Liouville damit konstant. Es existiert also ein 0#cC, sodass

1/ p(z)=c= p(z)zé

Also ist auch p(z) konstant. Widerspruch!
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5 Folgen holomorpher Funktionen

Definition (lokal gleichmalig beschrankt): Eine Folge von Funktionen f :Q - C
heil3t lokal gleichmaRig beschrénkt, falls es fir jedes Kompaktum K 0 Q eine Zahl
C, gibt, sodass

OnON:0OzOK:

fo(2)|<Ce

Satz von Weierstral3 (Konigsberger): Es sei (fn) eine Folge holomorpher

Funktionen auf einer offenen Menge U , die lokal gleichméaf3ig gegen eine Funktion
f konvergiere, d.h. jeder Punkt in U besitzt eine Umgebung, in der die Folge

gleichmafiig konvergiert. Dann gilt:
(i) f ist holomorph

(i) (f,) konvergiert ebenfalls lokal gleichmaRig gegen f'

Beweis:
(i) Essei K, (a) eine Kreisscheibe, in der f, gleichmaRig gegen f konvergiert.

Dannist f dort stetig und fir jedes Dreieck A DK, (a) gilt:

0A
holomorph.

(i) Essei K,(a)OU vorgegeben. Dann wahlen wir eine Kreisscheibe K, (a) DU
mit r > p. Dann gilt aufgrund der Integraldarstellung der Ableitung:

D e 1 f.— )& 1 1
TESTI ey g Ud) (57

27 oK, (a) ({_ Z)2 SZT‘ ' (a)‘fgllra()g) W
r
(r _,0)2 ” fn B f“Kp(a)

Folglich Ubertragt sich die gleichmaRige Konvergenz der ( f,) auf (f,)

J' f(z)dz= IimI f,(z)dz=0. Also ist nach dem Satz von Morera f dort
“"an

” fo - f“Kp(a)

Ko(a)

Weierstral3scher Doppelfolgensatz: Es sei Q[0 C ein Gebietund f_:Q - C eine
lokal gleichgradig beschrankte Folge stetiger Funktionen. Es sei (ak) aQ

KON
abzahlbar viele Punkte aus Q. Dann existiert eine Teilfolge f.:Q - C, nOUAUON,

die auf allen (ak) punktweise konvergiert.

kON

Beweis durch Induktion nach  k: Fur k =1 folgt die Aussage aus dem Satz von
Bolzano-Weierstraf3: Nach Voraussetzung ist die Zahlenfolge (1‘n (al))nDN beschrankt.

Es existiert also eine konvergente Teilfolge, d.h. es existiert eine unendliche
Indexmenge A, ON, sodass (f,(a))  konvergiert.
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Indutkionsschluss k-1 - k: Es existiere also eine Teilfolge (f,) , . die auf allen

nOA

a,...,a., konvergiert. Nun ist aber auch diese Teilfolge ( f,) bei a, beschrankt.

nOA
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrald kann man also wieder eine in a,
konvergente Teilteilfolge auswahlen, d.h. es existiert wieder eine unendliche
Indexmenge A, OA,_,, sodass (1‘n (ak))nDA konvergiert. Als Teilfolge konvergenter

Folgen konvergieren die Zahlenfolgem (fn (a ))nD/\ damit nattrlich auch weiterhin fur

alle anderen 1<i<k-1.
Bezeichnet man jetzt mit k, den k-ten Index aus A, , so konvergiert die

Funktionenfolgefolge (fkk)kDN auf allen (a,)

nON

Satz von Arzela-Ascoli: Essei QOR", f_:Q - C eine Folge stetiger Funktionen,

die gleichgradig stetig und beschrankt ist. Dann existiert eine auf Q gleichméaRig
konvergente Teilfolge.

Beweis: Es sei (Ij )ij '=Q n Q7. Aus der gleichgradigen Beschranktheit der f_ folgt

nach dem Weierstral3schen Doppelfolgensatz, dass es eine Teilfolge (fm) gibt,

mOAON
die auf allen |, konvergiert. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der f_ und der

Tatsache dass Q7 dichtin C liegt, bleibt die Differenz

fr('j)_ fS(li)"

f. (x) - f.(x)| nahe bei einem

Satz von Weierstraf3-Montel (Vorlesung): Essei f :Q — C eine lokal gleichmaRig
beschrankte Folge holomorpher Funktionen. Dann existiert eine Teilfolge (an )kDN,
die lokal gleichmalig, d.h. auf jedem Kompaktum K [0 Q, gleichmafiig konvergiert.

Definition: Es sei Q O C offen. Eine Teilmenge M O C heil3t diskret, falls gilt:
0z0Q:0J,(2):0y0U, (2): yOM

Satz: Sei Q [0 C offen und beschrénkt, Es sei (1‘k)kDN eine gleichmanRig beschrankte

Folge holomorpher Funktionen auf Q, die auf einer nicht-diskreten Menge M 0 Q
punktweise gegen eine Funktion g: M - C konvergiert. Dann gilt: (fk)

konvergiert auf ganz Q.

kON

Definition (L P-Norm): Es sei QO C und f:Q - C eine Funktion. Dann heil3t
||f||Lp(Q) = _”f (£+i’7)‘pd(£”7)
o

die Lp(Q) -Norm, wobei wir mit Q' die Menge Q aufgefasst als Teilmenge von R?
bezeichnen.
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Lemma: Es sei QO C offen, f OHol(Q), aDQ und R>0 sodass B;(a) 0 Q. Dann
gilt firr jedes z:=x+iy0B,(a):

. 1
|f (x+iy) < Rz”” f ”Ll(BR(a))
Beweis: Nach der Mittelwertformel gilt furjedes O<r<R:
1 2m i 2m
z) ZETJ-O f (z+ret)dt:‘f (2) <—J'

dt:>j r Oif z\drsj X 2n‘f(z+re“)
2 - )
:‘f(z)‘%s%rjjjj ‘f(z+re‘)

(D) : Hier benutzen wir eine Kombination aus Transformatlonssatz, Satz von Fubini
und Polarkoordinaten.

dtdr

= [I]f (z)‘s r G%Tfozn‘f (z+ re”)

rdtdr :>\ f \dz

Definition (Hardysche Funktionenraume):  Sei Q O C, dann heif3t
H (Q):={ f OHOI (Q)1]f]qy <2} mit 1< p<co

Hardyscher Funktionenraum.

Satz: Die Hardyschen Funktionenraume sind bzgl. der L° (Q) -Norm vollstandig.

Beweis fur p=1: Es sei ( f,) Cauchy-Folge bzgl. der L*(Q)-Norm. Es sei £ >0,
dann folgt nach Definition

(N, ON: 0K, m2 Ny [ = | < €
Es sei al1Q, dann folgt aus der Offenheit von Q, dass es ein R>0 gibt, sodass
B:(a) 0 Q. Es gilt dann mit C:=—L- nach obigem Lemma

D208, (a):|f (2) - £ (2)| S C O = fulluga,m) S C U = full) SCLE

Also ist ( f,) auf B;(a) auch eine Cauchy-Folge bzgl. der Supremumsnorm, d.h. f,

ist eine lokal gleichmaf3ig gegen eine Funktion f konvergierende Folge.
Fortsetzung Nikolai: Nach dem Satz von Weierstral3 Montel ist f holomorph.

Integrierbarkeit folgt aus der Vollstandigkeit des L'(Q).
Fortsetzung Frehse: Aus der gleichmafigen Konvergenz folgt, dass die Funktion f
insbesondere stetig ist. Damit ist ( f,) auch lokal gleichmaRig beschrankt, denn aus
Konvergenz folgt Beschranktheit: Es sei K [1Q Kompaktum und £=1

= [Ny : Ok =N, | f, = |, =1
Da fiir jedes kON gilt | £, <[ f. = f]. . +[ ] ist

I < maxmax{I .} ).+

Damit ist der Satz von Montel anwendbar und es folgt die Holomorphie von f . Da
man bei der komplexen L°-Norm lediglich Q als Teilmenge von C, folgt aus der
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Vollstandigkeit des reellen Raumes Ll(Q) schlie3lich die Integrierbarkeit von f .
Folglich ist auch f OH*(Q).
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6 Residuensatz

Definition (Residuum): Es sei f DHoI(K: (a)) und 0B, (a) K, (a). Dann heilt
1
res, f :=res(f,a):=— f(z)dz
()= [ 102

Residuumvon f in a.

Lemma: Essei )’ ak(z—a)k eine Laurent-Entwicklung von f in a. Dann gilt

_ res, f =a_

Beweis:

Die Funktion i a (z-a)" - Za_‘l ' (a) eine Stammfunktion. Folglich gilt:

N k_ 84 —
a (z-a) ——dz=0
L Eae-2,
= [ f(z)dz= | iak(z—a)kdzza_l 1 w=a 27
o8 (a) 08 (a) = o) 278

Satz (Residuensatz): Es sei Q0 C offenund I' 0 Q positiv orientierte Rankurve
eines verallgemeinerten Normalbereichs B [0 Q. Es gebe endlich viele Singularitaten

z,...,z,0B, sodass f:B\{z,...,z,} - C holomorph ist. Dann gilt

_[f z)dz= ZMEZres(f Z)

Beweis: Aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes (oder wahlweise aus
Homotopiegriinden) existieren Radien r,,...,r, , sodass

N

j f(z)az=) |

k=108, (2)
und in jedem der B, (zk) kein andere Singularitat liegt. Dann ist jede Einschrankung

f|aa () N der punktierten Kreisscheibe K: () holomorph. Also folgt nach Definition

des Residuums weiter
N
I z)dz=>" _[ z)dz= ZMDZres (f.z)

r k=18, (z
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Satz (Berechnung von Residuen 1): Essei U OC, allU, und g,hJHol (U) mit
g(a)#0 und h(a)=0, jedoch h'(a)#0. Dann gilt fir f:U\{a} - C mit
f(z)=9(z)/h(2):

(i) f istin einer Umgebung U (a)\{a} holomorph

(i) f hatbei a einen einfachen Pol

g(a)

(i) res, f =——£

' (a)

Beweis: Aus der Isoliertheit der Nullstellen holomorpher Funktionen folgt, dass es
tiberhaupt eine punktierte Umgebung U (a)\{a} gibt, in der f holomorph ist. Aus

den Voraussetzungen g(a)#0 und h(a) folgt, dass f in keiner noch so kleinen

Umgebung U (a) beschrankt sein kann. Folglich ist f dort nicht holomorph
fortsetzbar. Wir betrachten:

im(z-a z=im—g(z)(z_a):img(z)(z_a):im 9(2) =g(a)<°°
im(z=a) F(2)=m==, Lah(z)(z_a) ""Mh(z)-h(a) "1 (a)

Also ist (z-a) f (z) in einer Umgebung von a beschréankt und kann nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz dort holomorph fortgesetzt werden. Der Pol ist also

einfach. Wir betrachten die Laurent-Entwicklung f(z)= > a,(z-a)". Da der Pol

einfach ist, folgt, dass f (z)= i a,(z-a)" mit a, #0. Es folgt:
n=—1

00

(z-a)f(2) =;6\1_1(Z—a)n =(z-a)f(z)| . :gagq_l(z—a)” } = () =a, =res, f

Satz (Berechnung von Residuen 2): Essei U OC, £>0 und f:B,(c)\{c} - C sei
holomorph und besitze in ¢ eine Polstelle hochstens m-facher Ordnung. Es sei g

die holomorphe Fortsetzung von (z-c)" f (z). Dann gilt:

res, f = g™ (c)

1
(m-1)!
Beweis: Es sei f holomorph in Bf(c) und besitze in ¢ einen Pol m-ter Ordnung.
Daraus folgt, dass die Laurent-Entwicklung von f in ¢ von der Gestalt
f(z)= i a,(z-a)" ist. Es sei g die holomorphe Fortsetzung von (z-c)" f(z) in
C. Dann_gilt:

9(2)=(2-0)"1(2) =(2-¢)" 3. a,(2-0)" = . 3. (2-)’

n=-m n=0

und res, f =a_,. Durch Differentiation obiger Gleichung folgt:
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d(m—l) _ d(m_l) - n
dZ(m_l) g (Z) 2=c ) dz(m—l) ; 8-m (Z_C) z=c
= Z an_m (n [qn _1) L. [ﬁn —(m—z)))(z_c)n—m+l
n=m-1 3

=a,((m-1)(m-2)0..20) =a, [m-1)!
Also insgesamt:

1 m
res, f =a,; = (m—l)' g( 1)(C)

Satz (Berechnung von Residuen 3): Sei Q [0 C ein Gebiet, allQ und f
meromorph auf Q. Dann gilt falls f #0 fur allQ beliebig:

r%(fT;a) =ord(f;a)
Dabei sei die Ordnung von f in a gleich k, falls f in a eine k-fache Nullstelle
besitzt, -k, falls f dort eine k-fache Polstelle besitzt und 0 sonst.

Beweis: Sei al1Q beliebig gewéhlt und g:= f'/ f . Es kdnnen tUberhaupt nur 3 Falle

auftreten.
Fall 1. a ist k-fache Nullstelle von f , d.h. f istin einer Umgebung U von a

holomorph und besitzt dort eine Darstellung f (z) = (z—a)k h(z) mit h(a)#0. Also.

o= (A M) k(zma) n(e)+(z-af W(z) _ko(z)+(z-a)ri(
t(z)  (z-a)'h(z) (z-2)"h(z2) (z-a)h(z2)

Die Funktion g ist also meromorph in U mit einem einfachen Pol bei a. Aus dem
Satz uUber die Berechnung von Residuen 1 folgt damit:

kh(z)+(z-a)h'(z kh(a)+(a—a)h'(a) kh(a

()= A AL, o) (a-ai(a) (e

4 (2-a)n(z) (a)+(a-a)n(a) ~ n(a)

Fall 2: a ist k-fache Polstelle von f . Dannist a k-fache Nullstelle von f :=1/f und

nach Fall 1 ist

Z=a —

=k=ord(f;a)

zZ=a

Nun ist aber
1
L= f!
AP S L
f 1 f
f
Also ist
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Fall 3: a ist weder Null noch Polstelle von f . In diesem Fall sind trivialerweise beide
Seiten der Gleichung 0, da der Quotient f'/ f in einer Umgebung von a holomorph
ist.

In diesem Zusammenhang haufig auch nutzlich ist der

Satz (Komplexer de 'Hospitale): Es sei U OO C offen, f,g:U - C holomorph und
es gelte
Dosk<n: f¥(a)=g"(a)=0 und g (a)#0

jim 1 (2)
=ag(z) g (a)

Dann gilt:

Beweis: Die Holomorphie von f ist aquivalent zu einer lokalen Potenzreihen-
Darstellung der Form

¢ (a)

f(2)=Ya(z-a)  a =
v=0
Da nun f eine Nullstelle der Ordnung n bei a hat, gilt
0<v<sn-1:a,=0
und folglich ist

Zav z- a :Z V:Zawn(z_a)wn:(Z_a)nzawn(z_a)v

v=n v=0 v=0
=h(2)
Vollig analog existiert auch fur g eine Potenzreihenentwicklung
o (v)
v g (a
o(2)= 50 (z-a) o =212

welche sich genauso umformen lasst zu einer Darstellung der Form
9(2)=(z-2)"h(2)
Hier gilt nach Voraussetzung h,(a)# 0.

Also folgt insgesamt, da sowohl h als auch h, holomorph und damit insbesondere
stetig sind, dass

N—
=

im (2 _“m(z-a) (2 _h
=29(2) **(z-a)'h(z) h(a)

Definition (rationale Funktion): ~ Es seienK =R oder K=C p,q0K[X,,...,X,]. Es
sei N die (endliche) Nullstellenmenge von . Dann heif3t die Funktion
f:K"\{N} - K mit
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rationale Funktion von n Veranderlichen.

Definition (Cauchyscher Hauptwert): Es sei f DCO(R) dann heif3t im Falle der
Existenz der Grenzwert

lim {* £ (x) dx

Ro o J-R
Cauchyscher Hauptwert von f .

Satz (Integrale knacken Typ I): Es seien p,qD(C[X] , R=p/q eine rationale

Funktion einer Veranderlichen, es sei deg(q)=deg(p)+2, es sei N die

Nullstellenmenge von g und es sei N n R =[] . Dann existiert das folgende reelle
Integral und es gilt:

[ R(x)dx=zmgres(pe,zk),

wobei {zk}rkn:1 die Polstellen von R in die oberen Halbebene seien.

Beweis:
Nach Voraussetzung hat R keine Polstellen auf der reellen Achse. Damit folgt aus

deg(q) = deg(p)+2 die Existenz des Integrals, da es sich asymptotisch verhalt wie
C/x* fiir |x| - oo, Folglich darf das Integral mit dem Cauchyschem Hauptwert
berechnet werden.

Es seien {z}, die Polstellen von R in der oberen Halbebene von C die wir ab

sofort mit H bezeichnen. Da dies nur endlich viele sind, kdnnen wir ein r >0 wahlen,
sodass alle Singularitéten im oberen Halbkreis y; :[0,77] - C mit y; (t):=r€" liegen.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt folglich:

L dz+_[ z)dz= Zeres (Rz)
Wegen deg(q)=deg(p)+2 gibt es 5>0 und C >0, sodass fir alle zOC mit |2>J
gilt \R(z)\_u%.

[R(2) z‘ [IR(z ‘dz<J'Wdz |;4|G— nrr% ?D’D"EO
14

=

14

Damit gilt:

ngr%(R,zk) = !im(zmzm:r%(R,zk)j =!im[jjr R(z)dz+j R(z)dzJ :I:o R(x)dx

k=1 ¥

Satz (Integrale knacken Typ Il): Es seien p,qD(C[X,Y] , R=p/q eine rationale
Funktion einer Veranderlichen, es sei N die Nullstellenmenge von g und es sei
NN aBl(O) =[J . Dann existiert das folgende reelle Integral und es gilt:

["Rlsn(x) cos()ax=2mres & 2 2-2) 2 22| |

| Y4 z z
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wobei {z},, die Polstellen von R in B, (0) seien.

Beweis: Es sei y:]O, 277[ - C eine Parametrisierung mit y(t) =¢". Da gilt:
l iz —iz : —_ l iz —iz
cos(z)=§(e +e )und sm(z)—E(e -e )
folgt:

IjﬂR(gn(t),cos(t))dt:_[;”R(%(e” —e_"),%(e” +e'")jdt
:J‘OZNR(%(e“ e™), %(e +e’”)jﬂ-§dt

1

y(t

2R 2055 0 g

1ol il e Bl Gl )

Satz (Integrale knacken Typ Ill): Essei f:U (H) - C holomorph bis auf endlich

viele Singularitaten {zk} rk“:l, wobei keine Singularitaten auf R seien. Ferner gelte
lim f(z)=0. Dann folgt:

14— .m(2)20
J' X) dx = 2m@r%( ()eiz,zk)

Beweis:
Es ist zunachst zu zeigen, dass das Integral tberhaupt existiert. Wahle r,,r,,s>0 so

grol3, dass alle z im Rechteck liegen, welches von -r,,r,, und den
Parametrisierungen ;:[0,1] — C mit y;(t):=r, +its, y,:[-1,1,] = C mit p,(t):=t+s
und y,:[0,1] - C mit y,(t):=r, +ist gebildet wird. Es gilt dann:

_[_ri f (z)€e”dz+ _[ )€*dz = 27 DZres( z)€,z,)

ntratys
Wir wollen nun zeigen, dass

I f (z)e*dz

ntvatys

Sei £ >0. Aus der Voraussetzung ‘Idim f (z) =0 folgt, dass es ein R>0 gibt, sodass

O Pk - O fur geeignetes s

| (2)|<e fiir alle |4>R. Seien r,,r, >R. Dann folgt:
<[] (1, +ist)| e ig ot
<e q:e‘“sdt =¢ Eﬁ—e’tsll) = 5(1— e‘s) <¢

_[ f (z)e*dz

=‘ 21 (1, +ist) €= isch
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Analog ist auch <€g.

J' f (z)€e*dz

V3

g” =‘ei(Re’Z+”m’Z) = |e(RI=im3)| = &"m3 \Wahle nun 1,r,,s S0, dass gilt:
s>r, +r, >R. Dann folgt:
[ f(2)edz <|y2|Dsup ‘ z)|e<(n+r,)FE <e
Vs ZDSP Vz

Folglich gilt wie behauptet

[ f(2)€dgOErer -0
ntyatys
und dabei sind r,,r, voneinander entkoppelt. Damit existiert das Integral und es folgt

die Behauptung.

Corollar:
(i) I_Z f (x)e™dx = -2 [Em:res(f (z)e™,z), wobei {2}, die Menge der
k=1
Singularitaten in der unteren Halbebene sei.

() [ f(x)cos(x)dx= Re( [T (%) eide) = —2n[ﬂm(k§z res( f (z)€”, zk)j , wobei

{z}.., die Menge der Singularitaten in der unteren Halbebene sei.

(iii) J: f (x)sin(x)dx = Im(j_i f (x)eixdx) = ZHDRe(kZZr%(f (z)eiz,zk)j, wobei {z},,

die Menge der Singularitaten in der unteren Halbebene sei.

Folgerung I: Es sei R(z) eine rationale Funktion, deren Nennergrad um mindestens
eins grof3er ist als der Zahlergrad und die auf R eine einfache Polstelle a hat. Dann
gilt:

| ( N R de+ ) R( x)€ 'de):277i qm:reﬁ(R(z)eiz,zk)Hzi l]es(R(z)eiz,a),

m
-0
wobei {zk} die Singularitéaten in der oberen Halbebene seien.

Beweis: Es sei 0.B.d.A. a=0. Wir fligen zu unseren Parametrisierungen einen
kleinen Halbkreis Gber der Singularitat hinzu: y, :[O, 77] - C mit yp( ) pe . Dann

gilt:

_[ R(z) 'Zdz+f 'Zdz+j R(z) 'Zdz+f )e*dz = 27 DZr%( z)é’ zk)
htratys Yp
Es bleibt glloso nur noch zu zeigen:
lim [ R(z)€*dz=-7i Tes(R(z)€",a)

-0
Yo
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Nach Voraussetzung hat R(z) in a=0 einen einfachen Pol und folglich lasst sich
R(z)[&" in einer Umgebung U (a) darstellen als <+g(z), wobei COR und g
holomorph. Damit gilt:

E[Tgy |Zdz—||mJ‘—+g Jidz:umjon#[ﬁ_ip@(ﬂ—t))

—|I Cdt =71 [T = —mDﬂ&e(R( z)€” ,a)
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7 Mittelwerteigenschaft, Maximumprinzip

Wir haben schon bewiesen, dass gilt:

Satz (Mittelwertformel): Es sei f OHol(Q),z0Q und r >0, sodass B, (z) 0 Q.
Dann gilt

f(2) =—.[02”f (z+ re”)dt

Folgerung (Schwaches Maximumprinzip):  Fiir jeden Kreis B, (a) 0 Q gilt:

[ (2ot

Auf jedem Kreis nimmt die Funktion ihr Maximum also am Rand an.

[t (2)|= f(2)

<2— tu([o, 271])Dmax |1 (

2098, (0) ‘ 2008, (0 ‘

Wir verschéarfen:

Satz (Maximumprinzip): Es sei f DHoI(Q) und Q [0 C ein Gebiet. Ist f nicht
konstant, so nimmt | f| kein Maximum in Q an.

Beweis: Wir zeigen zunachst: Hat |f| in al0Q ein lokales Maximum, so existiert
eine Umgebung, in der f konstant ist.
Es gelte

|7 (a)= max | (2)
nach dem schwachen Maximumprinzip. Durch Multlpllkation von f miteinem n0OC
mit |7| =1 (Drehung), kénnen wir erreichen, dass 77 f (a)OR,,. Da | f|=|f| konnen

‘f ‘=:M r

‘ ﬂ&B

wir 0.B.d.A. auch gleich annehmen, dass f (a)JR,, und dann folgt aus obiger
Gleichung
0z0B,(a): f (a) 2| f (2)|zRe( f(2))
Fur die Funktion g:B(a) - R mit
a(2):=Re(f (a)- 1 (2)

gilt dann g(z) = 0.

Corollar: Essei f OHol(Q), Q offen und K 0Q kompakt. Dann nimmt |f| ein
Maximum auf dK an.
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Corollar (Minimumprinzip): Es sei Q ein Gebiet und f DHoI(Q). Ist f nicht
konstant und besitzt ein (lokales) Minimum in adQ, so folgt f (a)=0.

Beweis: Ware f (a) # 0, so wirde die Funktion 1/ f in einer offenen Umgebung

U (a) existieren, ware holomorph und hétte im Innern von U (a) ein Maximum im
Widerspruch zum Maximumprinzip.

Man kann dies noch verfeinern zu:

Folgerung: Essei f:B (z) - C holomorph und es sei (f (z) <2Dr£i(rlo)(f (z)( Dann

existiert eine Nullstelle von f in B, (z,).

Beweis: Gabe es keine Nullstelle, so ware 1/ f existent und holomorph. Ferner
wirde 1/ f nach dem Maximumprinzip sein Maximum auf 0B, (z,) annehmen. Also

ware

1 1 1 .
IR s To UG UG

Widerspruch!

Definition: Sei f:Q - C. Dann heit adQ eine w-Stelle von f, falls f (a) = w.

Satz von der Gebietstreue: Es sei Q[0 C ein Gebietund f :Q — C holomorph.
Dann gilt: f nicht konstant = f (Q)OC ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei a0 f (Q). Wir mussen zeigen, dass eine Umgebung B, («) O f (Q)
existiert. Es existiert zumindest ein z,1Q, sodass «, = f (7). Die Funktion f -,
hat nach dem Identitatssatz in einer Umgebung U (zo) keine weitere Nullstelle.
= [By(z,):0z0Bx(z): f (2) # . Schon aus der Stetigkeit von f folgt, dass R>0
so gewahlt werden kann, dass ein £ >0 existiert, sodass sogar
0z0B,(2):|f (2) - a| > 3¢. Wir behaupten nun, dass mit diesem ¢ gilt:
B,(a4) 0 7(Q)

Es sei wOB, (&) . Dann gilt fir alle zOB,(z):

11(2)-af=|f(2) -~ (w-w)| 2| (2) - |~ |w-cp| >3~ = 2¢

Also ist insbesondere min |f (z)-a > 2¢. AuBerdem gilt nach Konstruktion
200Bg (7))

| (2)-a]=|a -af<e. Damit ist
1 (2)-aJ<e<2e< min [f(2)-d

Z10Bg(2))
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und folglich existiert nach dem obigen Minimumprinzip eine Nullstelle z, BR(ZO) von
f —w und mit dieser gilt dann f(z,)=w. Da wOB, () beliebig gewahlt, folgt die
Behauptung.

Corollar: Ist f:Q — C holomorph auf einem Gebiet und Re(f):const oder

Im( f)=const oder |f|=const, dannist f =const.

Beweis: Ist Re(f)=:c soist f(Q) eine Teilmenge der um c verschobenen

imaginaren Achse. Diese ist niemals offen, also kein Gebiet. Verneinung des
Offenheitssatzes liefert die Konstanz von f .

Vollig analog verfahrt man bei Im( f ) = const.
Ist |f|=c soist f(Q) Teilmenge von 0B, (0). Auch diese liegt nicht offen in C.
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8 Schwarzsches Lemma / Spiegelungsprinzip

Es seien
H:={z0C|Im(z)20}, H, :={z0C|Im(z)>0}, H_:={z0C|Im(z)<0}, E:=B,(0)

Schwarzsches Lemma: Essei f:E - E holomorph mit f (O) =0. Dann gilt:
() OzOE:|f(z)|<|4
(i) |f'(0)<1
(i)  Existiert ein Punkt aDE\{0} mit | (a)|=|a| oder gilt |f'(0)/ =1, dann st f
eine Drehung um 0, d.h. es existiert ein AOC mit [A| =1, sodass
0zOE: f (2) = Az.

Beweis: Da f (0)=0 ist die Funktion g:E - C

M falsz#0
Z —
f'(O) falsz=0

9(z):=

holomorph. Nach Voraussetzung ist ‘f (z)‘ <1. Es sei nun 0<r <1 beliebig gewahlt.

Dann gilt fur alle zOE mit |2 =r:

f(2) _1
9(@l= <7
Daraus folgt mit dem Maximumprinzip, dass

0z0B, (0):]g(2) <% und ‘Izlitq‘g(z)‘s limi=1

re1y
Daraus folgen die Aussagen (i) und (ii).
Es existiere ein Punkt aOE\{0} mit |f (a)| =|a| oder es gelte |f'(0)|=1. Dann nimmt

die Funktion g auf der offenen Menge [E ihr Maximum 1 an. Nach dem
Maximumprinzip folgt, dass g damit konstant ist. Es gilt also g(z) =4 mit || =1.
Also ist f(z)=Az. Das ist die Behauptung (iii).

Satz (Schwarzsches Spiegelungsprinzip): Essei f:H - C stetigund in H,
holomorph. Ferner sei f (R) [JR . Dann existiert genau eine holomorphe Fortsetzung

f:C - C von f,welche man erhalt durch:

2| f(2) falszOmH
f2)= {ﬁ,faﬂszmﬂ_
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9 Komplexer Logarithmus

9.1 Polarkoordinaten

Vorab zunéchst einige grundsatzliche Bemerkungen zur Notation komplexer Zahlen.
Wir bezeichnen mit P: R, x|-7,71] - C

(r.g)>r (cos(¢) +isin(¢))

die komplexe Polarkoordinaten-Abbildung. Wir hatten gerne eine moglichst einfache
Beschreibung der Umkehrabbildung.

Mit dem komplexen Betrag | [:C - R,,, 2|—>\/Re(z)2 +Im(z)* ist die eine

Komponente der Umkehrung von P bereits gefunden. Es bleibt einzig das Problem
einer komplexen Zahl einen ,Winkel* zuzuordnen. Dabei denkt man vielleicht
zunachst an Winkel aus der linearen Algebra:

Def.: Sei V ein R-Vektorraum, V*:=V\{0} und (_,_):VxV - R ein Skalarprodukt.
Dann heilt £:V*xV* - [0, 7]

() v 15

(Hilbert-)Winkel zwischen v und w.

Die Winkelfunktion ist wohldefiniert: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert
zunachst

T o B
ool <A = g <2= T 70

Aus der Analysis | ist bekannt, dass cos:[0,77] - [~11] bijektiv ist und daher
Arccos:[-11] - [0,7].

Problem dabei: Dieser Winkel misst immer den Innenwinkel zwischen v und w, weil
AC(V, W) ja niemals groRRer als 77 werden kann. Angewandt auf den R-V.R. C

kénnten wir damit den Winkel einer komplexen Zahl zOC* definieren als
£(2)=4(z1)
Dieser wirde aber etwa fiir 1+i und 1-i beides mal % liefern. Die Losung flr dieses

Dilemma besteht in einer Orientierung des Winkels. Leider missen wir dafir eine
Fallunterscheidung in Kauf nehmen:

Def.(Argument): Die Funktion arg:C* - |-, 7]

L Ac(z):arccos(%) fals Im(z) =0
—Ac(z):—arccos(Rez(f) fals Im(z) <0

heil3 Argumentfunktion.
Es ist dann arg|Sl bijektiv, aber kein Homéomorphismus.
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Esist P:R,,x]-m,71 - C* bijektiv und die Umkehrung ist gegeben durch
2> (|7.arg(2))

9.2 Hauptzweig
Notation: Im Folgenden bezeichnen wir mit exp:R - R_, die reelle

Exponentialfunktion. Diese ist bijektiv und wir nennen In:R* - R die reelle
Logarithmusfunktion.
Die Funktionen exp,sin,cos kdnnen uber die Potenzreihendarstellung problemlos zu

Funktionen C - C erweitert werden, welche ebenfalls so bezeichnet werden. Sie
haben allerdings grundlegend andere Eigenschatften.

Def. (komplexer Logarithmus):  Fr ein beliebiges z[OC heil3t ein
yDexp‘l({z}) se=z
Logarithmus von z.

Satz: Sei zOC* und r:=|7, ¢:=arg(z). Dann ist

exp”({Z)={yOC|y=In(r)+i{¢+2nk), kOZ}
Die Zahl z=0 besitzt keine Logarithmen.

Beweis: Sei z#0.
,0“ Essei y=y, +iy, Dexp™ ({ z}) . Dann gilt also
e =¢' =z=r€"’
Durch Ubergang zum Betrag erhalten wir einerseits
e”e": :‘re”" =>r=e"=y, =In(r)

und andererseits

g =gf —1=¢%") =cos(y,-¢)+isin(y, - ¢)

Also ist
1=Re(1) =cos(y, -¢) =y, -¢02nZ
» L Umgekehrt gilt fur jedes k0Z
exp(ln(r)+i (¢+2ﬂk)) :exp(ln(r))@xp(i¢)exp(2iﬂk) =ré’ =z
Sei z=0: Angenommen, es gabe ein y[OC, sodass
0=exp(y) = 0=|exp(y)| =|exp(y, +iy,)| = exp(y,) >0
Widerspruch!

Definition: log:C\R_, - C mit log(z) :=In(|z|)+iarg(z) heiRt Hauptzweig des
Logarithmus.
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Satz: Der Hauptzweig des Logarithmus log: C\R_, — C ist stetig in seinem
Definitionsbereich. Die Fortsetzung I:C\{O} - C ist unstetig auf R_,.

Beweis: Die Stetigkeit von log ergibt sich wie folgt: Aus der reellen Analysis wissen
wir, dass In stetig ist. Folglich muss nur noch die Funktion arg auf Stetigkeit
untersucht werden. Fur diese gilt

) arccos(R’f;Z)) fals Im(z) =0
ag(z) =
—arccos(RfT(Z)) falls Im(z) <0

Hieraus folgt sofort die Stetigkeit von arg innerhalb der beiden Falle. Fur eine Zahl z
mit Im(z) =0 ergibt sich, da zOR_,:

arcco{ Re(Z)j _ arccos(gj - arccos(1) = 0= 0= _arccos( Re(z)j

2 z 2

Also ist arg und damit log stetig.
Sei zOR_,. Dann ist | (z) =In(|z|)+i arg(z) = In(|z|)+i77. Wir definieren die Folge

z, ::|z|e"(1+%)i. Dann gilt limz, =|74€" =~|7 =z. Fur alle nON gilt

arg(zn)=ar9(e”(“*)i)=ﬂ+%—2ﬂ=—ﬂ+%
Also qilt:
liml (z,)=lim(In(|2) +i (£~ 7)) =In(|2) ~i7#In(|2) +im=1(2)
Folglich ist | unstetig

Satz: Es gibt keine stetige Funktion g:C* —» C mit expog =id. .

Beweis: Angenommen, es gabe ein solches g. Dann definiere die Funktion
f:=g-1 mitI:C* - C wie im vorherigen Satz. Dann gilt
0zOC*:e'® =P =2 =
Es existiert also eine wohldefinierte Funktion k:C* — Z mit f (z) =27 [k(z). Weil
nach Voraussetzung f stetig ist auf U :=C\R_,, folgt dass auch 27i [k dort stetig
sein muss. Dies jedoch impliziert, dass k konstant ist, d.h. es ein gibt ein k UZ,
sodass OzOC*: k(z) =k, . (Bei ganzzahligen Funktionswerten von k ware sonst
Stetigkeit verletzt.) Also ist f (z) = 27k, und damit
g=f+1=2mk +| auf U
Da aber | unstetig auf R_; ist, folgt fir ein z,OOR_, beliebig
limg(z) =27k +1(2) # 271k, +1(2) = 9(2)
Also ist auch g dort unstetig. Widerspruch!
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Satz: Der Hauptzweig log: C\R,, — C ist holomorph und es gilt, dass
log'(z) ==
Beweis: Wir wollen das direkt mittels Wirtinger-Kalkul nachrechnen. Betrachtet man

die Definition
log(z) =In(|Z]) +iarg(2)
so gilt fur den Realtell

Fiir den Imaginérteil sei daran erinnert, dass fiir Arccos:[-11] - [0, 7] gilt
1

Arccos (x) = - -
1-x

Es ergibt sich somit, dass

), [Arcco{ Re(2)

2
JJ:— 1 =-
M J (%]2 ! lef—zf 7
-1 BT
7 7

1 J|z| |z| |z| G

az[Arccos(RTz(lz)D: Lk Bh 2% |22|

= 4% = 4% :i@n(zz)
2
Fd -7 [AEz-Z |2
und daher

Darg(z) = ( ||Z|22|sgn(zz) &Sgn(zz)z}(—% %J

Das liefert fur die Wirtinger-Ableitungen

zmog(z):[iz_izjﬂ ii]o

4[4

iz .z, [z z)l.z_z_z_=z _1
dlog(z)==]| =+ +2L |+j| —=2-Z2||=2L -2 =—=—— ==
o2 2(@42 |z|2J (|z|2 |z|2] O
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Satz: Es sei U [0 C offen und einfach zusammenhangend. Es sei f 0O" (U) eine

nullstellenfreie holomorphe Funktion. Dann existiert eine holomorphe
Logarithmusfunktion von f , d.h. es gilt

[OO(U):expog=f

Beweis:
Weil f nullstellenfreiist, folgt f'/ f DO(U). Es sei ® eine Stammfunktion von
f'/ f . Dann gilt:

(1 xp(~0)) = ' [xp(~) - f Cexp(~) :exp(—cb)(f’— f ffj -0

Also gibt es eine Konstante c0C*, sodass: f [exp(-®)=c= f =cléxp(®). Ist nun
y ein Logarithmus von c so folgt: f :exp(y+ q)). Definiere also g:U - C durch
zZ> ®(2)+y.

Satz: Alle Schwingungen sind konstant, d.h.
OxOR:cos(x) =1

Beweis:
cos(X) = Re(eix) = Re(ez”‘x) = Re((ez”‘ )X) = Re(lx) =Re(1) =1

Def: Es sei zOC mit |7 <1. Dann heif3t

k

Li,(z):= iz_
=14
Polylogarithmus.
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