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1 Volistandigkeit reeller Zahlen

I

0 ~1 ~

Die Menge K sei bis zu dieser Stelle bereits charakterisiert durch die Kérperaxiome und die Anord-

nungsaxiome.

1.1 Vorgeplankel

1.1 Definition (Beschrianktheit). Es sei M C K. Dann heifst M
(i) nach oben beschrinkt < 3Is € K :Vx € M 1z < s
(ii) nach unten beschrinkt < 3se€ K :Vx e M :s <z

(iii) beschrinkt, falls M nach oben und unten beschrénkt ist.

Die Zahl s bezeichnet man auch als obere / untere Schanke.

1.2 Definition (Infimum/Supremum). Es sei M C K. Ein s € K heifit kleinste obere Schranke von

M, falls gilt:
Vtie K:t<s=3dreM:z>t

Ein solches s heiftt Supremum von M und wird mit

sup (M) :=s



Notiert.
Analog heiftt ein u € K gréfite untere Schranke von M, falls gilt:

VieK:t>u=3dreM:z<t
Ein solches u heifst Infimum von M und wird mit
inf (M)
notiert.

1.3 Lemma. Sei M C K eine Menge.
(i) Falls M ein Supremum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt.

(ii) Falls M ein Infimum besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt.

1.4 Definition (Minimum / Maximum). Es sei M C K.

(i) Ein Supremum sup(M) von M heifst Mazimum von M, falls sup(M) € M. In diesem Fall
notieren wir

max (M) := sup(M)

(ii) Ein Infimum inf(M) von M heift Minimum von M, falls inf(M) € M. In diesem Fall notieren
wir

min(M) := inf(M)
1.5 Definition (Konvergenz). Eine Zahlenfolge (a,,) € KN heift konvergent, falls gilt
dJoe K:Ve>0:INeN:Vn>N:lay, —a| <¢
Die Zahl a € K heift Grenzwert von (ay) und wird mit

lim a, :=a
n—oo

notiert.

1.6 Lemma. (Eindeutigkeit des Limes) Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Es seien a,b € K Grenzwerte der Folge (a,,). Angenommen es gilt a # b. Dann existiert ein
e > 0, sodass |a — b| = e. Aus der Konvergenzdefinition folgt

EINlGN:VnZNl:\an—a|<%und§|N2€N:VnZN2:\an—bl<%

Dann folgt fiir ein beliebiges n > max{Ny, Na}:

e ¢
€:|a—b]:]a—an+an—b]§|a—an]+]an—b|<§+§:£

Also ¢ < . Widerspruch! O

1.7 Lemma. (GroRenvergleich konvergenter Folgen) Es seien (ay,), (b,) € K zwei konvergente Folgen
mit

VnéeN:a, <b,
Dann ist auch

lim a, < lim b,
n—oo n—oo

Aufserdem gilt fiir beliebige A, B € K, A < B, und eine beliebige konvergente Folge (zy,):

VneN: A<z, <B=>A< lim z,<B

n—oo



Beweis. Durch Ubergang zur Differenzenfolge (b, — a,) geniigt es zu zeigen, dass gilt: Ist (c,) eine
konvergente Folge, so gilt:
VneN:¢, >0= lim ¢, >0

n—oo
Angenommen, dies wére nicht der Fall: Dann gébe es ein € > 0, sodass

lim ¢, = —¢
n—oo

Nach Definition der Konvergenz gébe es aber auch ein N € N
Vn>N:le, —(—¢)| <e

Daraus folgt
Vn>N:c, <0

im Widerspruch zur Definition von (c,).
Die zweite Aussage folgt durch doppelte Anwendung des bisher Bewiesenen auf die konstante Folge A
und (z,,) bzw. (x,) und die konstante Folge B. O

1.8 Definition (Cauchy-Folge). Eine Zahlenfolge (a,) € KN heift Cauchy-Folge, falls gilt:
Ve>0:dANeN:Vn,m> N :l|ay, —an| <e

1.9 Definition (Teilfolge). Es sei (a,) € K" eine Folge und A C N eine unendliche Teilmenge. Dann
heift (a,) € K* Teilfolge von (a,). Mit A = {ny < ny < ...} notieren wir auch (an, )zcy = (@n)pea-

1.10 Definition (Intervall). Es seien a,b € K mit a < b. Dann heift die Menge
I:=[a,b]:={z e Kla<z<b}
abgeschlossenes Intervall. Die Zahl diam(I) := b — a heift Lange oder Durchmesser von I.

1.11 Definition (Intervallschachtelung). Es seien (I, )nen C K eine Folge von abgeschlossenen Inter-
vallen mit den Eigenschaften

(i) VneN: I, C I,

(i) limy,— o0 diam(l,) =0
Dann heift (I,,) Intervallschachtelung. Falls eine Zahl s € K existiert mit ¥Yn € N : s € I,,, so heifst
diese Zahl Schachtelungszahl.

1.12 Lemma. Eine Intervallschachtelung besitzt hichstens eine Schachtelungszahl.

Beweis. Die Intervallschachtelung (I,,) besitze ein Schachtelungszahlen ¢, s € K. Fiir diese muss nach
Definition gelten
t,s € ﬂ I,=D
neN

Da der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Intervalle abgeschlossen ist, ist D ein abgeschlossenes
Intervall. Aus den Eigenschaften i),ii) folgt, dass diam(D) = 0. Also ist D von der Form D = [s, s] =
{s} und aus t € D folgt s = t. O

1.13 Definition (Dedekindscher Schnitt). Es seien A, B C K. Dann heift das Tupel (A4, B) Dedekind-
scher Schnitt, falls gilt:

(i) A#Qund B#0
(i) AUB=K
(iii) ANB=10



(iv) Ve A:Vye B:zx <y
Falls eine Zahl s € K existiert mit Vx € A : Vy € B : ¢ < s < y, so heift s Schnittzahl zum
Dedekindschen Schnitt (A, B).

1.14 Lemma. Die Schnittzahl eines Dedekindschen Schnittes ist eindeutig, falls sie existiert.

Beweis. Angenommen, es gidbe zwei verschiedene Schnittzahlen s # ¢ € K zu (A, B). Dann konnen
wir o.E. annehmen, dass ¢t < s. Es gilt dann also gleichzeitig:

Vre A:Vye B:z<s<yundVreA:Vye B:xz<t<yundt<s

Es sei a €]t,s[# 0, dh. t <a <s. Da K = AU B gilt entweder « € A oder o € B. Falls o € A, so
folgt insgesamt
t<a<lt=t<t

Widerspruch! Falls a € B so folgt insgesamt
s<a<s=s<s

Widerspruch! Folglich ist die Schnittzahl eindeutig. O

1.2 Charakterisierungen von Vollstindigkeit

1.15 Satz (Aquivalenz der dunklen Axiome). Es sei K ein angeordneter Kérper. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(S) Jede nach oben beschrankte nicht-leere Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum. (Supremum-
seigenschaft).

(C),(A) Jede Cauchy-Folge konvergiert (Cauchy-Kriterium); es gilt zusétzlich Vo,y € KT3n € N:nz >y

(Archimedische Axiom,).
(I) Jede Intervallschachtelung besitzt genau eine Schachtelungszahl (Intervallschachtelungsprinzip).

(B) Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstrafs-
FEigenschaft).

(D) Jeder Dedekindsche Schnitt besitzt genau eine Schnittzahl (Dedekindsches Schnittaziom).

Beweis. Fin klassischer Ringschluss aller Aussagen ist mir leider nicht gelungen. Daher greife ich zu
folgendem Schema:

(C)il(A)
A) = 6 = @O = (©
i 4
D) = (B)

Man mache sich zunéchst klar, dass das tiberhaupt eine zuléssige Beweisstrategie ist: Wir zeigen die
Aquivalenz von (S),(I),(B),(D) durch einen klassischen Ringschluss. Die noch fehlende Implikation
(S)= (C),(A) zeigen wir, indem wir separat (S)= (A) beweisen und dann (I)= (C). Denn dann
gilt auch (S)= (I)=(C), also insgesamt (S)= (C),(A). Der separate Beweis der letzten Implikation
(C),(A)=-(I) komplettiert schlieklich den Beweis.

Wir zeigen nur alle Existenzaussagen, da die Eindeutigkeitsaussagen bereits in den Lemmata zur Def-
inition der jeweiligen Begriffe bereits gezeigt wurden.

(S)=-(I): Wir benétigen ein



Lemma (L): Ist (2,),cy eine monoton steigende und nach oben beschrinkte Folge, so konvergiert
(z5,) und es gilt

lim z, = sup {z,}

n—oo neN
Beweis von (L): Sei z;,, wie gefordert. Dann ist die der Folge unterliegende Menge {x,,|n € N} nicht-
leer und nach oben beschriankt. Nach (S) besitzt die Menge also ein Supremum s := sup {z,|n € N}.
Das bedeutet nichts anderes als dass fiir jedes € > 0 ein NV € N existiert, sodass s —e¢ < zy. Da-
raus folgt wegen der Monotonie aber sofort, dass Vn > N : s —e¢ < zy < x, < s. Also liegen in
I, (s) = {z € K||s — x| < &} fast alle Folgenglieder von (z,) und somit konvergiert (z,) gegen s.

Beweis der Aussage: Es sei (I,),cy eine Intervallschachtelung und die Intervalle seien von der
Form I, := [an,b,). Nach Definition der Intervallschachtelung gilt ¥Yn € N : I,,;1 C I,. Daraus
folgt sofort, dass die Folge (an), ¢y der linken Randpunkte monoton steigend ist. Sie ist aber auch
beschrankt, da Vn € N : I,, C Iy = [ap,bo]. Nach dem soeben bewiesenen Lemma (L) existiert also
s := limy— 00 an. Es bleibt zu zeigen, dass Vn € N : s € I,,. Es sei n € N beliebig. Dann gilt fiir alle
k > n, dassa, < ap < by < by,weil auch fiir alle & > n gilt Iy, C 1. Mit dem Lemma iiber den
Grofenvergleich konvergenter Folgen folgt daraus, dass a, < s < b, & s € I,,. Also gilt wie gefordert
VneN:sel,.

(I)=(B): Es sei (2,),cy eine beschrankte Zahlenfolge. Dann existiert ein Intervall Iy := [ao,bo] ,
sodass die gesamte Folge in Iy enthalten ist. Dann enthalt Iy also unendlich viele Folgenglieder. Wir
konstruieren nun induktiv eine Folge von Intervallen nach folgendem Prinzip: Gegeben sei ein Intervall
I,,. Dann berechnen wir dessen Mittelpunkt m,, := (ay, + by,) /2. Da das Intervall I,, unendlich viele
Folgenglieder enthélt muss dann entweder [a,, m,| oder [m,, b,] ebenfalls unendlich viele Folgenglieder
enthalten. Im ersten Fall setzen wir I, 41 := [an, my], ansonsten I, 11 := [my, by]. Die so konstruierte
Folge von Intervallen hat die Eigenschaften:

(i) VneN: I,y C I,
(i) limy,— o0 diam (I,,) = diam (fp) - limy, 00 27" =0
(iii) in jedem I,, liegen unendlich viele Folgenglieder.
Aus (I) folgt nun, dass es einen Punkt s € K gibt mit Vn € N : s € I,,, Wahlt man nun aus jedem
Intervall I einen Punkt aj aus, so erhélt man eine unendliche Indexmenge A C N und eine Teilfolge

(ax)pep welche nach Konstruktion gegen s konvergieren muss. Denn fiir jedes € > 0 gibt es wegen (ii)
ein N € N, sodass Vk > N :a € Iy C I (s).

(B)=(D): Es sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt. Dann existieren Zahlen ap € A und by € B.

Definiere Iy := [ag, by] Wir konstruieren nun induktiv eine Intervallschachtelung, indem wir 1,41 aus
I,, wie folgt definieren: Fir I, = [an, by] berechne den Mittelpunkt m,, := (a, + by,) /2. Falls m, € A
setze Iyq1 := [my, by, falls nicht setze I, y1 := [an, my]. Die Folge (ay,), oy der linken Randpunkte ist

dann monoton steigend. Ferner gilt nach Konstruktion
(x)Vn eN: 1,41 C I,

woraus folgt, dass Vn € N : a,, € Iy. Also ist (a,) beschrankt und besitzt nach (B) eine konvergente
Teilfolge (an,, )y mit Grenzwert s := limy oo @y, Es sei nun z € A, dann gilt 2 < s: Denn wiirde
x > s gelten, so gédbe es wegen (x) und limy_, diam (f,,) = 0, ein K € N, sodass Vk > K gilt:
x ¢ I, also insbesondere by, < x. Da aber nach Konstruktion b, € B wére dies ein Widerspruch zur
Definition des Dedekindschen Schnittes. Fiir y € B argumentieren wir vollig analog: Wéare y < s, so
gibe es ein K € N mit Vk > K z ¢ Ij;. Also insbesondere y < a,,,, € A im Widerspruch zur Definition
des Dedekindschen Schnittes. Folglich gilt insgesamt: Vo € AVy € B : x < s <y, d.h. s ist Schnittzahl



zu (A, B).

(D)=(S): Es sei M C K nicht-leer und nach oben beschrénkt. Dann existiert eine obere Schranke von
M und somit ist die MengeB := {y € K|y ist obere Schranke von M} nicht leer. Weil M nach oben
beschrankt ist, ist B nach unten beschréankt und somit B # K. Also ist auch die Menge A := K\B
nicht leer und es gilt nach Konstruktion K = AUB, AN B =) und Vz € AVy € B : z < y Denn fir
ein beliebiges x € A gilt: x ist keine obere Schranke von M, d.h. es existiert ein m € M mit m > x
und folglich ist Vy € B : z < m < y. Also ist (A, B) ein Dedekindscher Schnitt. Nach (D) existiert zu
(A, B) eine Schnittzahl s € K mit

(x)Vxe AVye B:x<s<y

Wir zeigen nun, dass s ist das gesuchte Supremum ist. Dazu machen wir uns klar: Da K disjunkte
Vereinigung von A und B, gilt

yeBosVreA:xa<yundaxeAsVyeB:x<y

Zumindest ist s obere Schranke von M: Angenommen, s wére nicht obere Schranke von M. Dann
gibe es ein m € M, sodass m > s. Also gibe es ein € > 0, sodass mit yp := s+ 5 gilt s < yp < m.
Daraus folgt aber mittels (x)

Vie Atz <s<y =y €B

Also ist gleichzeitig yo obere Schranke von M und es gilt m > yg. Widerspruch! Also ist s obere
Schranke von M.

Vollig analog zeigen wir, dass s auch kleinste obere Schranke von M ist: Wéire dem nicht so, gébe
es ein € > 0, sodass s — ¢ schon obere Schranke von M wire. Mit zg := s — § wiirde dann gelten:

s —e < xy < s. Also gilt wieder mittels (x)
Vye Bizxg<s<y=x9€ A

Also ist zg nicht obere Schranke vonM, d.h. es existiert m € M, sodass m > xg. Daraus folgt aber
s — e < xg < m, was bedeutet, dass auch s — ¢ nicht obere Schranke von M sein kann. Widerspruch!

(I)=(C): Es sei (a,) € K eine vorgegebene Cauchy-Folge. Dann gibt es nach Definition eine Folge
von Indizes ng < n; < ne < ... mit der Eigenschaft, dass

Vn,m > ng :|a, — am| < ok

Wir definieren die Folge von Intervallen Iy, := {z € K : |z — ap,| < 27¥"!} Dies sind abgeschlossene
Intervalle mit der Eigenschaft I,; C Ii: Denn fiir ein x € Iy gilt einerseits ‘l‘ — Qp, +1‘ < 27k,
Andererseits gilt sowieso ‘ank 1 ank| < 27k da nach Konstruktionng,1 > ng. Mit der Dreiecksun-
gleichung erhalten wir ‘x — ankH’ <l|z —an,|+ ‘ank — ank+1| <27k 4ok —9-k+l — 4 ¢ I, Danach
Konstruktion gilt limg_,,, diam (I) = 0, folgt aus (I) die Existenz eines s € K mit Vk € N : s € Ij.
Wir behaupten nun, dass dies der gesuchte Grenzwert fiir die Cauchy-Folge (a,,) ist: Es folgt zunéchst,
dass Yk € N : |s — ap, | < 27%*!. Fiir ein beliebiges n > ny, ist aber auch |a, — a,, | < 27% da (a,)
nach Voraussetzung Cauchy-Folge. Fiir n > ny gilt damit also:

|s —an| <|s— ank| + |ank —an| < 9=kt 4 9=k ~ g—k+2 k—oo 0

Daraus folgt aber lim,, .o, a, = s.

(S)=(A): Aus (S) folgt zunéchst, dass N C K nicht nach oben beschrinkt ist: Denn wére N nach oben
beschriankt, so gébe es nach (S) eine Zahl s := sup (N). Aus den Eigenschaften des Supremums folgt,



dass s — 1 keine obere Schranke von N sein kann. Folglich existiert ein n € Nmit s —1 < n < s. Nach
Definition von N ist nun aber auch n 4+ 1 € N und offenbar n + 1 > s im Widerspruch zur Definition
von s. Jetzt zum Beweis von (A): Es seien z,y € K mit xz,y > 0. Angenommen, es gibe nun kein
n € N, sodass nx > y. Dann wirevn € N : nz < y = Vn € Nn < yz und folglich wire N durch y/x
beschrinkt. Widerspruch!

(C),(A)=(I): Es sei I,, := [an,by] fiir n € N eine Folge von Intervallen mit den geforderten Eigen-
schaften I,y; C I, und lim,,_,o diam (Z,,) = 0. Wir betrachten nun die Folge (a,,) der Linken Rand-
punkte und zeigen, dass sie eine Cauchy-Folge bilden: Sei ¢ > 0. Dann folgt aus lim,,_,, diam (1,,) = 0,
dass es ein N € N gibt, sodass Vn > N : diam (I,,) < . Es seien nun n,m > N beliebig gewéahlt.
Dann folgt induktiv aus der Eigenschaft Vn € N : I,,11 C I, dass a, € [an,by] = I, C Iy und
am € [am,bm| = I, C Iy. Daraus folgt |a, — an,| < diam (I,,) < e. Also sind die (a,) wie behauptet
eine Cauchy-Folge. Geméf (C) besitzt diese genau einen Grenzwert s.

Die Zahl s hat die gewiinschten Eigenschaften: Weil 1,41 C I, ist die Folge (a,) monoton steigend
und die Folge (b,) monoton fallend. Fiir ein beliebig gewéhltes n € N gilt daher stets Yk > n : a, <
a, < by, < by, also Vk > n : ay € [ap,by]. Daraus folgt Vn € N:a, <s<b,,dh. VneN:sel,. O

2 Theorie der Haufungswerte

Die Grenzwertsatze liefern eine leistungsfihige Konvergenztheorie fiir Zahlenfolgen, die sich in der
Aussage zusammenfassen lédsst, dass die Menge aller konvergenten Folgen KE C KN eine Unteralgebra
bilden. (Fiir den gesamten Abschnitt sei K der Korper der komplexen oder reellen Zahlen und KN
der jeweilige Folgenraum). Ferner gilt auch: Jede konvergente Folge ist beschriankt. Oder anders
formuliert: Die Menge KE C KIE der konvergenten Folgen ist Teilmenge der Menge aller beschrankten
Folgen. (Sie ist sogar ebenfalls eine Unteralgebra).Ein moglicher Zugang zur Theorie der Haufungswerte
ist die Frage, ob die Umkehrung dieses Satzes ebenfalls gilt. Das ist leider nicht der Fall: Die Folge
a, = (—1)" ist beschrankt, a, € [0, 1], jedoch offenbar nicht konvergent: Sei ¢ = % und N € N beliebig.
Dann ist fiir n := N +1 |a, —an| = 1 > e. Somit bildet (a,) keine Cauchy-Folge. Dennoch ist die
Untersuchung von beschrénkten Folgen sehr fruchtbar. Allerdings erfordert sie eine Abschwéichung der
in der Konvergenztheorie von Folgen iiblichen Begriffe und liefert eine schwéchere, aber zugleich auch
allgemeinere Theorie.

2.1 Teilfolgen, Haufungswerte

Zunéchst schwéchen wir den Begriff der Folge zum Begriff der Teilfolge ab:

2.1 Definition (Teilfolge). Sei (a,) € KN Folge und (ny),cy € N streng monoton wachsende Folge
von Indizes. Dann heit (ay, ),y Teilfolge von (a,).
Alternativ: Sei A C N eine unendliche Teilmenge von N. Dann heifst (a,),, Teilfolge.

Dies liefert in natiirlicher Weise eine Abschwéichung des Konvergenzbegriffes:

2.2 Definition (Hiufungswert). Eine Zahl h € K heikt Hiaufungswert von (a,) € KN, falls es eine
Teilfolge von (ay) gibt, die gegen h konvergiert.

Es gibt eine alternative Charakterisierung dieser Eigenschaft:

2.3 Lemma (Charakterisierung von Hiufungswerten). Es sei h € K und (a,) € KY. Dann sind die
folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) h ist Haufungswert von (a,)

(ii) Fiir jedes € > 0 enthélt B, (h) unendlich viele Folgenglieder von (a,,)



(Dabei sei wie immer B (h) := {z € K: |x — h| < €} und || der Betrag auf K bzw. C.)

Beweis. "=": Ist h Haufungswert von (a,) dann existiert eine Teilfolge (ap,) mit limy_ o ap, = h.
Dann liegen nach Definition von Konvergenz in jedem B (h) fast alle (ay,). Dies sind insbesondere
unendlich viele Folgenglieder von (ay,).

7<= Definiere g, := 1 (k € N\ {0} und induktiv eine Folge: In I, (h) sogar unendlich viele a,,. Wéhle
irgendein solches ay, € I, (h). k — k+1: In I, (h) liegen unendlich viele a,. Wihle einen Index

Nk41 > Ny, s0dass an,,, € I, (h). Dann ist (an,),cy Teilfolge mit

. 1 1
h:klirgo:h 7S llmankglirrolo—h+% h

wegen Sandwichlemma. O

2.2 Bolzano-Weierstral}

Wir sind nun in der Lage die Umkehrung der Aussage ”"Jede konvergente Folge ist beschrinkt” so
abzuschwachen, dass sie richtig wird:

2.4 Satz (Bolzano-Weierstrafy (Luxus-Version)). Jede beschrankte Folge komplexer Zahlen besitzt
einen Haufungswert. Jede Folge reeller Zahlen (a,) besitzt einen groften Haufungswert h* mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes beliebige ¢ > 0 gilt:

(i) fiir fast alle n € Nist a, < h* +¢

(ii) fiir unendlich viele n € N(v) ist h* — e < a,
Analog besitzt (a,) auch einen kleinsten Haufungswert h, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes beliebige
e > 0 gilt:

(i) fiir fast alle n € Nist a, > hy — €

(ii) fir unendlich viele n € N(xi) ist hy +¢€ > ayp

Beweis. Konigsberger I, Kapitel 5.5, S. 50 O

2.5 Korollar. Jede beschriankte Folge komplexer / reeller Zahlen besitzt eine reelle / komplexe kon-
vergente Teilfolge.

Beweis. Dies folgt sofort, indem man die Aussage des Satzes von Bolzano-Weierstrals mit Hilfe des
Lemmas iiber die Charakterisierung von Haufungswerten umformuliert. O

2.6 Definition. (Limes superior / Limes inferior): Es sei (a,) € K} eine beliecbige beschriinkte

Folge und es seien h*, h, der grofte bzw. kleinste Haufungswert. Dann heiffen lim sup a,, := hA* bzw.
n—oo
liminf a,, := h, der Limes superior bzw. Limes inferior von (a,).

n—oo
Konvention: Fiir unbeschrinkte Folgen (a,) setzt man in Analogie zu bestimmt divergenten Fol-
gen

limsup a,, := 00 bzw. liminfa, := too

n—00 n—0o0

Die Verwendung des Symbols lim sup mag man zunéchst als weniger nahe liegend empfinden. Sie ergibt
sich aber in natiirlicher Weise aus dem {iberndchsten Satz, zu dessen Beweis wir zunéichst folgendes
Lemma zeigen:

2.7 Lemma. Es sei (a,) € K" eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und h € K. Dann ist h =

lim sup a,, genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: Fiir jedes beliebige £ > 0 gilt:
n—oo



(i) fiir fast allen € Nist a, < h +¢
(ii) fir unendlich viele n € Nist a, > h —¢

Analog ist A = liminf a,, genau dann, wenn:
n—oo

(i) fiir fast alle n € Nist a, > hy, — ¢
(ii) fiir unendlich viele n € N ist a,, < hy + ¢

Beweis. Die Richtung "= haben wir im Satz von Bolzano-Weierstrafs bereits gezeigt.
7<" Es gelte (i),(ii). Dann gilt also fiir jedes € > 0 und fiir unendlich viele n € N:

h—e<a,<h+es —e<a,—h<e&|a,—h|<esa, € B:(h)

Dies ist nach dem Lemma tiber die Charakterisierungen von Haufungswerten dquivalent zur Existenz
einer Teilfolge (an, ),y mit limy_oc apn, = h. Damit ist h immerhin Hédufungswert von (ay,).

Angenommen, es gibe noch einen groferen Haufungswert A’ > h von (a,). Dann wéire also b’ — h =:
6 > 0. Nach Definition miisste speziell die Umgebung B/, (h') unendlich viele Folgenglieder (ay)
beinhalten. Damit gidbe es unendlich viele n € N mit a,, > ' — §/2 = h + §/2 im Widerspruch zu (i).
Die Aussagen fiir lim inf ergeben sich wie immer durch Ubergang von (a,) zu (—a,) unter Anwendung
des bisher Bewiesenen. O

2.8 Satz (Charakterisierungen des Limes superior / inferior). Es sei (a,) € K" eine beschriinkte Folge.
Definieren wir
O,, :=supay bzw. U, := inf a;
k>n k>n

so gilt fiir die Folge (O,,), dass sie

(i) monoton fallend, sowie nach unten beschrankt ist und somit konvergiert.

(ii) Ihr Grenzwert erfiillt lim, oo O, = lim, o sup ax = limsup ay,

k>n n—oo

Analog gilt fiir die Folge (U,,), dass sie

(i) monoton steigend, sowie nach oben beschrankt ist und somit konvergiert.

(ii) Thr Grenzwert erfiillt lim, o, U, = lim,, o inf a; = liminf a;,
k>n n—00
Beweis. Die Folge (O,,) ist aufgrund der Beschréanktheit von (a,,) zunéchst wirklich wohldefiniert. Aus
der Tatsache, dass

sup ar = max | anp41,5upag | < supag
k>n+1 k>n k>n

folgt direkt die Monotonie von (O,,).
Nach Voraussetzung ist (an) beschrénkt, d.h. Ja < b € Kmit Vn € N : a,, € [a,b]. Damit ist auch fiir

beliebiges n € N O,, = sup ay, € [a,b] und somit ist (O,,) beschriankt. Nach dem Satz von Leibniz zur
k>n

monotonen Konvergenz existiert damit b := lim,,_,~, O,, und somit ist (i) gezeigt.

Fiir Eigenschaft (ii) verwenden wir die Charakterisierung aus dem vorangegangenen Lemma. Es sei

e > 0 beliebig gewahlt. Dann existiert ein N € N, sodass ¥Yn > N gilt: |O,, —h| = O, — h < ¢ (da

(Oy,) monoton fallend). Folglich gilt fiir fast alle n € N die Ungleichung O,, = supay < h + € und
k>n
somit folgt ar < h + ¢ fiir fast alle k£ € N.

Angenommen, es gibe ein ¢ > 0, sodass es nur endlich viele n gibt mit a,, > h —¢. Es gébe dann ein
N € N, sodass fiir alle n > N gilt: a, < h —e. Damit wére auch

Yn>N:0,<Ony=supa, <h—c¢
n>N

Dies impliziert A = lim,_.o O,, < h — ¢ < h. Widerspruch! O



2.3 Grenzwertsatze fiir Limes superior / inferior

Den Grenzwert einer Folge kann man auffassen als Abbildung lim : KE — K, welche additiv und
homogen, sprich linear ist, sowie multiplikativ. Damit ist sie eine Linearform auf K}f , ja sogar ein
Algebrenhomomorphismus KE — K. Analog kann man jetzt die Abbildung limsup : K}f — K
betrachten, welcher jeder reellen beschrankten Zahlenfolge ihren Limes superior zuordnet. Leider hat
diese Abbildung erheblich weniger Homomorphieeigenschaften. Sie ist zum Beispiel nicht additiv: Fir
an = (—1)" und by, := (=1)""" gilt niimlich

limsup a,, + limsupb, =1+ 1 =2 # 0 = limsup ((—1)” + (—1)”+1) = limsup (a, + by,)
n—oo n—oo n—oo n—oo

Die Abbildung ist auch nicht multiplikativ: Fiir gerades n definiere a, := 2 und b, := 27", fir
ungerades n definieren wir a, := 27" und b, := 2. Dann sind beide Folgen beschrénkt, jedoch gilt:

limsupa, -limsupb, =2-2 =4+ 0= limsup (2 : 2_”) = limsup (a, - by)

n—oo n—oo n—oo n—oo

Wir retten nun, was zu retten ist:

2.9 Definition (subadditiv / submultiplikativ). Eine Abbildung f : D C K — K heift subadditiv,
falls gilt
Ve,2yeD:z+yeD= f(x+y) < f(z)+f(y)

und submultiplikativ, falls gilt
Ve,yeD:aye D= f(zy) < f(x)f(y)

2.10 Satz (Abbildungseigenschaften von Limes superior / inferior). Die Abbildungen lim sup : K }}I —
K und liminf : K}f — K sind K-homogen, subadditiv und submultiplikativ, d.h. es gilt fiir beliebige
(an), (by) € K}\:
(i) VA € K : limsup (Aay,) = A - limsup (ay,)
n—oo n—oo
(ii) limsup (an + by) < limsup (a,) + limsup (by,)
n—00 n—o00 n—00
(iii) limsup (ay, - by) < limsup a,, - limsup by,
n—oo n—oo n—oo

Fiir liminf gelten (i),(ii),(iii) genauso.

Beweis. O

2.4 Zusammenhang mit Haufungspunkten

H Menge der Haufungswerte, dann lim sup = sup H

3 Unendliche Reihen

3.1 Umsortierungen

3.1 Definition (Absolute Konvergenz). Eine Reihe (3°72,ax) € KN heilt absolut konvergent, falls
> neo lak| konvergiert.

3.2 Lemma. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewohnlichen Sinn.

3.3 Definition (Bedingte Konvergenz). Eine Reihe (3"32, ax) € KN heikt bedingt konvergent, falls sie
konvergiert, jedoch nicht absolut konvergiert.
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3.4 Definition (Symmetrische Gruppe). Fiir eine beliebige Menge M heifst die Menge Sys aller bi-
jektiven Abbildungen 7 : M — M symmetrische Gruppe von M. Man bezeichnet ihre Elemente auch
als Permutationen.

3.5 Definition (Umsortierung). Eine Reihe (3_32, bx) € KN heift Umsortierung einer Reihe (370 o ax) €
KN, falls es eine Permutation 7 € Sy gibt, sodass Yk € Nb, = a, (k).

3.6 Satz (Riemannscher Umordnungssatz). Es sei (3 po,ar) € RY eine bedingt konvergente Reihe.
Dann gilt:

(i) Die Reihe lasst sich so umsortieren, dass sie gegen jeden beliebigen Grenzwert konvergiert:
VC € R3r € Sy : ZZO:O Qr(k) = C
(ii) Es existiert ein 7 € Sy, sodass Y ;% a) = 00,
(iii) Es existiert ein 7 € Sy, sodass (32 ark)) beschrankt ist, jedoch nicht konvergiert.

Beweis. O

3.2 Konvergenzkriterien
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3.7 Satz (Cauchyscher Verdichtungssatz). Es sei (a;) € RY eine monoton fallende Nullfolge. Dann
konvergiert ZZio ar, genau dann, wenn ZZO:O 2% a9y, konvergiert.

Beweis. Wir bezeichnen mit s,, := Y ;_ap baw. t, :=> ), 2% a9y, die Partialsummen der jeweiligen

Reihen. Wir halten zunéchst fest, dass aus der Voraussetzung, dass (ay) eine monoton fallende Null-
folge ist, direkt folgt, dass Vk € N : a; > 0. Daraus folgt wiederum, dass auch s,,t, > 0.

”=". Die Monotonie der a; impliziert

2k_1 2n—1 2n—1
tn—ZQ Qo = ZZ ok 1a2k<§n:2 Z aJ—QZak<2nllrrOlOZak
k=0 j=gk—1

Der letzte Ausdruck existiert nach Voraussetzung. Folglich sind die Partialsummen (¢,) monoton
steigend und nach oben beschrinkt. Nach dem Satz von Leibniz also konvergent.

"< Es gilt aufgrund der Monotonie von (ay) fiir n € N:

n—12k+1_1 n—12k+1_1
32"1_(10—5 g a]<§ 5 an—E 2a2k
k=0 j=2k k=0 j=2k

Der letzte Ausdruck konvergiert nach Voraussetzung. Daraus folgt, dass auch die Teilfolge (sgn_1) der
Partialsummen konvergiert. Da alle a; > 0, ist (s,,) jedoch monoton steigend. Also konvergiert auch
die ganze Folge (sp). O

3.8 Korollar (Riemannsche Zetafunktion). Fiir s € Ry ist die Reihe ((s) := Y po; 1/k® divergent,
falls s €]0, 1] und konvergent, falls s €]1, ocol.

Beweis. Mit (1) erhalten wir die harmonische Reihe, welche bekanntlich divergiert. Fiir s # 1 wenden
wir obigen Verdichtungssatz an: > "2 | 1/k® konvergiert genau dann, wenn y oo @ k) konvergiert und

es gilt mittels geometrischer Reihe:

n. 9k "o/ 92\ 1= o0-s)(n+l)
Z (2k)° Z <25> T 1 _9l-s

k=1

Und der letzte Ausdruck konvergiert genau dann, wenn 2'~* < 1 < s > 1 und divergiert genau dann,
wenn 2175 > 1 & 5 < 1.

O
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