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1 Schlachtplan

Ziel dieses Scripts ist der Beweis des folgenden beriihmten Satzes.

1.1 Satz. Die Zahl e ist transzendent.

Dazu werden wir zunéchst einige Aussagen annehmen, auf die wir hier aufbauen wollen, siehe Ab-
schnitt 2. In Abschnitt 3 fithren wir dann alle noch fehlenden benétigten Grundbegrifte ein. Danach sind
wir bereits in der Lage die Aussage dieses Satzes genau zu verstehen. In Abschnitt 4 beweisen wir zu-
nichst einige Hilfsaussagen, bevor dann schlieBlich in Abschnitt 5 der Beweis von Satz 1.1 gefiihrt wird.
Abbildung 1.1 soll die sehr komplexe Beweis-Strategie verdeutlichen. Boxen, die gestichelt umranded
sind, entsprechen Aussagen, die wir (ohne Beweis) annehmen werden und Boxen mit einem dickeren
Rand sind zentral.



1 Schlachtplan

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Leibniz-Formel
(Satz 2.3, S. 3)

Sidtzchen von Taylor
(Lemma 3.7, S. 6)

ﬂ

Charakterisierung
von
Nullstellenordnung
(Lemma 3.9, S. 7)

W

Potenzableitung
(Lemma 3.6, S. 5)

|

Teilbarkeit der
Ableitung

(Lemma 4.3, S. 11)

Binomischer |
Lehrsatz |
(Satz 2.5, S.3) 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Charakterisierung
von Transzendenz
(Lemma 3.12, S. 8)

~ |

————————————————————

Mittelwertsatz
(Satz 2.1, S. 3)

Mittelwertsatz,
2. Version
(Korollar 2.2, S. 3)

|

o' -Lemma

(Lemma 4.2, S. 10)

e ist transzendent

P :

(Satz 1.1, S. 1)

Teilbarkeit von
Summen und
Produkten
(Lemma 3.14, S. 9)

Abbildung 1.1: Beweisstrategie

i Eigenschaften der |
Exponentialfunktion
1 (Satz 2.7, S. 4) :

Die Fakultét geht ab
(Lemma 4.1, S. 9)

————————————————————

Sandwichlemma
(Lemma 2.4, S. 3)



2 Annahmen 3

2 Annahmen

”Faith is eternal.”
-HELLFIRE DREADNOUGHT, 40000

2.1 Analytische Grundlagen

2.1 Satz (Mittelwertsatz). Sei I C R ein Interval und f : I — R differenzierbar. Seien a,b € I mit
a < b. Dann gibt es ein ¢ €]a, b[, sodass

f®) = f(a) = f'(c)(b—a).

2.2 Korollar (Mittelwertsatz, 2. Version). Sei I C R ein Interval und f : I — R differenzierbar. Seien
a,b € I mit a < b. Dann gibt es ein a €]0, 1], sodass

f0) = fla) = flla+ald—a))(b—a)
2.3 Satz (Leibniz-Formel). Seien f,g: I C R — R k-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

k

Voel:(fg®=>" (f) FO(2)g* (). @.1)

i=0
2.4 Lemma (”Sandwichlemma”). Seien (ay, )nen, (Cn)nen Folgen mit

lim a, =z = lim c,.
n—oo n—oo

Sei (by )nen eine weitere Zahlenfolge und gelte:
AN eN:Vn> N :a, <b, <c,.
Dann gilt auch
lim b, = z.
n—00

2.5 Satz (Binomischer Lehrsatz). Es gilt fiir alle z,y € Rundn € N
" /n
(+y)" =) (k,) 2"k,
k=0

(Fiir n=2 folgen so die bekannten “binomischen Formeln™).

2.2 Die Exponentialfunktion

Wir erinnern an einige Eigenschaften der Exponentialfunktion, die man evtl. aus der Schule kennt (aber
wahrscheinlich nicht so aufgeschrieben).

2.6 Definition (Exponentialfunktion). Die Funktion

exp:R — R
oo gk
T Y o g

heiBt Exponentialfunktion.
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2.7 Satz (Eigenschaften der Exponentialfunktion). Die Funktion exp erfiillt folgende Eigenschaften.
(). Es ist die Funktionalgleichung

Vz,y € R:exp(z +y) = exp(x) exp(y). (2.2)

(ii). exp ist monoton steigend und sogar bijektiv. Die Umkehrfunktion In := exp~! : R — R heifit
Logarithmus.

(iii). exp ist unendlich oft differenzierbar.

2.8 Definition (Eulersche Zahl). Die Zahl
e :=exp(l)
heilt Eulersche Zahl.

2.9 Definition (Potenz). Seien x,y € R und x > 0 dann definieren wir

z¥ 1= exp(yIn(x))
und nennen einen solchen Ausdruck Potenz.

2.10 Bemerkung. In diesem Sinne gilt jetzt
e =exp(xIn(e)) = exp(z - 1) = exp(x).

Daher fiihren viele Schulbiicher bereits in der Mittelstufe die Exponentialfunktion auch so ein, d.h. sie
definieren exp(z) = e”. Die Autoren dieser Biicher verschweigen in der Regel die Definition der Zahl e,
der Logarithmusfunktion In und der Potenz z¥ fiir reelle Zahlen. Das liegt daran, dass sie diese Fragen
innerhalb ihrer "Theorie” nicht beantworten konnen.

3 Grundlagen und Problemstellung

”To arms, my brethren! To arms, brave orcs and
humans! Twilight falls, and the enemy awaits.”
-MALFURION STORMRAGE, 25

3.1 Funktionen und Polynome

3.1 Definition (Funktionenarithmetik). Seien f, g : R — R. Dann definieren wir die Funktionen

f+9g:R — R
z = f(x)+g(@)
und
fg:R — R
z = fx)g(x).
Durch diese Definitionen erhilt man eine Addition und eine Multiplikation auf der Menge aller Funktio-
nen R — R. Setzt man insbesondere f gleich einer konstanten ¢ € R, so erhélt man die Funktion

cg:R — R
r — cg(x).
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Wir identifizieren hiufig die Zahl ¢ € R mit der konstanten Funktion R — R, x — c. Fiir eine natiirliche
Zahl i € N ist die Potenz f* definiert durch

fle=f-.. - f.
N—_——

1—mal
3.2 Definition (Gleichheit von Funktionen). Zwei Funktionen f, g : R — R heilen gleich, falls gilt
Ve e R: f(z) = g(x).
Wir schreiben dann auch einfach f = g.

3.3 Definition (Polynom). Es sei
X:R —- R
r = T

Eine Funktion f : R — R heilit Polynom, falls f = 0 oder falls es Koeffizienten ay, . ..,a, € R gibt,
sodass

n
=Y ax* an # 0. (3.1)
k=0
Wir nennen die Zahl n auch den Grad von f und setzen grad f := n. Die Funktion f = 0 heif3t

Nullpolynom. Wir setzen formal grad 0 := —oo. Die Menge aller Polynome notieren wir mit R[X].

3.4 Bemerkung. Der Grund, warum wir die Funktion X einfiihren ist der, dass wir gerne zwischen der
Funktion X : R — R und einer reellen Zahl x € R unterscheiden wollen. Per Definition gilt dann fiir
alle z € R, X(x) = . Gleichung (3.1) ist also als eine Gleichheit zwischen Funktionen R — R zu
verstehen. Gemil Definition 3.2 und der Definition von X ist (3.1) gleichbedeutend mit

VeeR: f(z) = Zakxk.
k=0

3.2 Polynome und ihre Ableitungen

3.5 Bemerkung (Differenzierbarkeit von Polynomen). Es sei festgehalten, dass jedes Polynom f : R —
R unendlich oft differenzierbar ist. Fiir jede k-mal differenzierbare Funktion f : R — R notieren wir
mit f*) : R — R ihre k-te Ableitung. Insbesondere setzen wir f(9) := f als die "nullte”-Ableitung.

3.6 Lemma (Potenzableitungen). Fiir n, k € N gilt, dass

n! n—k
<X">(k)={("k)!X e (62)

Insbesondere gilt fiir ein Polynom f vom Grad n, dass
Vi >n: f® =o. (3.3)

Beweis.
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SCHRITT 1 (n > k): Sei n € N beliebig und zunéchst n > k. Wir beweisen die Aussage per Induktion
nach k. Dazu stellen wir zuerst fest, dass die Aussage fiir & = 0 erfiillt ist. Sei nun die Aussage fiir k
schon bewiesen. Wir wollen sie nun fiir k¥ 4 1 zeigen:

(e® = (@) = ((n ﬁ!k)!Xn_k)/ NG Tk)! (x)

oonln—k) L, k1 n! e
B T e

Damit gilt (3.2) fiir n > k.
SCHRITT 2 (n < k): Fallsnunn < k, so gilt k = n+m miteinem m > 1. Nach dem bisher Bewiesenen
folgt damit

(XM® = ((xm)m)m = ( X" n)(m)zwm):o.
0!

SCHRITT 3: Nach Voraussetzung ist f = > """ a; X" und es gilt k > n. Damit folgt aus (3.2) jetzt

B = 5 a, (xH® = o

=0

3.7 Lemma (Sétzchen von Taylor). Sei f ein Polynom vom Grad n. Dann gilt
n
5 (2
VJ?QER:f:Zk(!)(XxO)k
k=0

Beweis.

SCHRITT 1: Per Definition gibt es ag, . . ., a, € R, sodass

f = ianj.
7=0

Wir machen uns zunichst klar, dass es dann auch zu jedem ¢ € R Koeffizienten b; gibt, sodass

f= Zb — 20)’

Diese Aussage zeigen wir fiir jedes Polynom vom Grad < n per Induktion nach n. Falls n = 0, so gilt
sicherlich

f=aoX"=ag=ag(X — )",
d.h. mit by := ag gilt die Aussage. Fiir den Induktionssschritt n — n + 1 sei also f = Z?”L& a; X7, J
Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir somit b; mit

n

ZCLJXJ Zb' — o)’

7=0
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Daraus folgt dann

n+1
f:Za]X] ZaJXJ—i—a X
7=0 7=0

= Z bi(X — 20)’ + ant1(X — 20 + 20)"
n n+1 '
2NW(X — 20) + annt Z ( ) — zo))zn 1k

n
n+1 _ ;
= <b; + an+1< . >x8+1 k> (X —x0) + aps1 (X — Io)n+1.
0 J ~—~—

=:bpt1

.
I

=:b;

SCHRITT 2: In einem zweiten Schritt iberlegen wir uns, dass aus

n

f= Zak(X — z0)"

k=0

automatisch folgt, dass a; = 1 )( o) Denn es giltfiralle0 <k <n

Za; — 20)")* (0)

n

_Z% o)) o) + o (X - 20)) " @)+ D ay (X - 200)® (@0)
j=k+1

36
= apk!.

3.3 Nullstellen und Transzendenz

3.8 Definition (Ordnung einer Nullstelle). Es sei f ein Polynom und zy € R. Dann heilit x¢ Nullstelle
von f der Ordnung m, falls es ein Polynom ¢ gibt, mit g(z¢) # 0 und

Ve eR: f(z) = (x — x0)"g(z).
Ein zg € R heiit Nullstelle von f, wenn es Nullstelle irgendeiner Ordnung ist.

3.9 Lemma (Charakterisierung von Nullstellenordnung). Sei f ein Polynom und zg € R. Dann ist xg
eine Nullstelle der Ordnung m von f genau dann, wenn gilt:

Vke{0,...,m—1}: f® () =0, £ (z0) # 0.

Beweis.
=1 Sei f = (x — x0)™g mit g(zo) # 0. Das Polynom h(x) := (x — x0)"" hat nach Lemma 3.6 die
Eigenschaft, dass

VO<k<m—1: ¥ (z)= (#_'k),(x - xo)m_k) (xo) = 0.
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Daraus folgt fiiralle 0 < £k <m — 1

2.1 k k - ~
P a0) = ()P (o) =Y <z~>h(” (z0)g™* ) (@0) = 0. (34)

1=0

Ebenfalls nach Lemma 3.6 gilt h™) = m!. Da g(zp) # 0 nach Voraussetzung folgt:
m
m 2.1 m — 34
RREOEDY <k>h(k)($o)g () 2 90 (o) = glwo) 0.
k=0

»<="1 Das Polynom f hat irgendeinen Grad d und kann somit gemi} Lemma 3.7 geschrieben werden

als
d .
f(a:):Zai(x—xo)i, a; = w
i=0
Nun gilt nach Voraussetzung, dass a; = 0 fir alle 0 <7 < m — 1. Also
d d—m d—m
fl@) =Y aix—=20)" = D tipm(® —20)"™ = (x — 20)™ Y airm(z —m0)",
i=m i=0 i=0
=iy
wobei
m
9(x0) = ao1m = am = f(;l({rO) # 0.

O]

3.10 Definition (transzendent). Eine Zahl x € R heillit algebraisch, falls es ein rationales Polynom
f € Q[X] gibt, sodass f(z) = 0. Eine Zahl = € R heiBt transzendent, falls sie nicht algebraisch ist, d.h.
wenn es also kein rationales Polynom f gibt, sodass f(x) = 0.

3.11 Definition (rational, ganzzahlig). Ein Polynom f = 3} ja,X * heiBt rational, falls fiir alle 0 <
k < n gilt ap € Q. Ein Polynom heifit ganzzahlig , falls fiir alle 0 < k& < n gilt a, € Z. Die Menge
dieser Polynome notieren wir entsprechend mit Q[X] bzw. Z[X].

3.12 Lemma (Charakterisierung von Transzendenz). Eine Zahl x € R ist transzendent genau dann,
wenn z nicht Nullstelle eines ganzzahligen Polynoms ist.

Beweis. Sei x € R. Wir zeigen, dass x genau dann Nullstelle eines rationalen Polynoms ist, wenn x
Nullstelle eines ganzzahligen Polynoms ist.

»=—"1 Sei x Nullstelle des rationalen Polynoms f = EZ:o arX*. Da alle a;, € Q kann man diese
als gekiirzte Briiche a;, = Z—: schreiben. Sei b := qq...q, das Produkt der Nenner. Dann gilt
sicherlich, dass bay € Z und es folgt

0=0-0=0bf(x) = Zbakxk
k=0

und somit ist  Nullstelle des ganzzahligen Polynoms »;'_, ba; X k.

»<": DaZ C Q, ist ein ganzzahliges Polynom insbesondere auch ein rationales Polynom.
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3.4 Teilbarkeit

3.13 Definition (Teilbarkeit). Seien z,y € Z. Dann sagen wir, dass die Zahl x die Zahl y feilt, falls es
ein k € Z gibt, sodass y = kz. Wir notieren dann z | y. In Zeichen

x|y~ 3Jkel:y=kux.
Falls x nicht y teilt, dann schreiben wir x 1 y.

3.14 Lemma (Teilbarkeit von Summen und Produkten). Seien a, b, c € Z.
(). Gilta | bund a | ¢, dann folgt a | b+ c.
(ii). Giltatbund a | ¢, dann folgt a 1 b + c.
(iii). Gilta | b, dann folgt a | be.
(iv). Ist p eine Primzahl und gilt p { b und p 1 ¢, dann gilt p { be.

Beweis.
(i). Per Definition gibt es k,n € Z, sodass b = ka und ¢ = na. Also gilt b+ ¢ = ka+na = a(k +n)
und somita | b+ c.

(ii). Angenommen a | b+ c. Dann gibt es ein n € Z, sodass b+ ¢ = na. Nach Voraussetzung gilt a | c,
d.h. es existiert k € Z, sodass ¢ = ka. Dann folgt

no=b+c=b+ka=b=na—ka=(n—kla=alb.

Widerspruch!
(iii). Es gibt also n € Z mit b = na. Also ist bc = nac und somit gilt a | be.

(iv). Es folgt, dass p weder in der Primfaktorzerlegung von b noch in der Primfaktorzerlegung von ¢
vorkommt. Also kommt es auch nicht in der Primfaktorzerlegung von bc vor.

O]

4 Lemmata

”You think you know pain, Nephalem?”
AZMODAN, LORD OF SIN, 1285

4.1 Lemma (Die Fakultit geht ab). Es gilt fiir jedes ¢ € R>g

Beweis. Sei ¢ := [c¢], d.h. ¢ erhilt man, indem man c auf die néchste natiirliche Zahl aufrundet. Fiir alle

n > cgilt
n n = = = = = = =
o<l _ege g & & & ET_,F
“n! T a1 2 ¢ (e+1) ¢+2 n—-1n~""n
—_——

Da die Konstante K nicht von n abhingt, folgt nach dem ”Sandwichlemma”, siche Lemma 2.4,

. )
0< lim & < lim K< =0

n—oo Nt n—oo n

und somit die Behauptung. O
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4.2 Lemma (,o“-Lemma). Angenommen es gibt ein ganzzahliges Polynom ¢ = >} X k mit
¢(e) = 0. Sei f ein Polynom und F := $"°, f(V). Dann gibt es a1, . . ., a, €]0, 1], sodass

n n

> aF(k) =" cibr, By == —ke"1 7o) f(kay,). 4.1)

k=0 k=1

Beweis.

SCHRITT 1 (F verstehen): Die Definition F' := > 7 f () bedarf einer Erkldrung: Falls f = 0, so
bedeutet diese Gleichung, dass auch F' = (. Ansonsten hat f irgendeinen endlich Grad r, d.h. » =
grad f. Dann gilt aber gemif eq. (3.3)

Vi>r+1:f9 =0,

Daher ist F' in Wirklichkeit eine endliche Summe, d.h. es gilt

T

Vo eR:F(z) =) f9(x).

=0

Insbesondere ist F' ebenfalls ein Polynom. Fiir die Ableitung von F’ erhalten wir

P Zf(i—i-l) _ f(r+1) +Zf(i) —F—f. 4.2)
i=0 -0 =1

SCHRITT 2 (Hilfsfunktion g einfiihren): Wir definieren nun die Hilfsfunktion

g:R — R
x — e TF(x).

Deren Ableitung ldsst sich mit der Produktregel bestimmen. Es gilt fiir alle z € R
g (x)=—e"F(z)+e "F(r)
D e p(2) + e *(F(z) — f(2)) (4.3)
=—e “f(x).

SCHRITT 3 (Mittelwertsatz auf g anwenden): Seinun 1 < k < n beliebig, aber fest gew#hlt. Nach dem
Mittelwertsatz, Korollar 2.2, angewandt auf das Interval [0, k| erhalten wir ein oy, €]0, 1], sodass

g(k) — g(0) = ¢'(0 + ay(k — 0))(k — 0) = ¢ (ark)k.
Setzt man in diese Gleichung die Definition von g bzw. den Ausdruck (4.3) fiir ¢’ ein, so erhilt man

—e FF(k) — PF(0) = —e ** f(apk)k
— e FF(k) — F(0) = —ke " f(apk)
= F(k) — e“F(0) = —ke" " f(ark) = B,

wobei die f;, in Gleichung (4.1) definiert wurden. Wir haben also erreicht, dass

V1<k<n:pB =F(k)—e"F(0). (4.4)
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SCHRITT 4 (Beziehung zwischen (3 und ¢, herstellen): Wir erinnern uns, dass die ¢ = ZZ:O R XF.
Damit erhilt man aus (4.4)

ckBr = e F (k) — ckekF(O).

Wenn wir das jetzt von 1 bis n aufsummieren, erhalten wir
n n
Z CkF(k) — ckekF(O) = Z Ckﬂk (45)
k=1 k=1
Nach Voraussetzung ist ¢(e) = 0, was nichts andereres bedeutet als
n n
0=¢p(e) = chek = Z cpe® = —¢p. (4.6)
k=0 k=1

Damit kann man (4.5) umformen zu

n n n n n

S b= aF (k) — F(0)Y epe LS F (k) + oF(0) = Y e F(k).
=1

)
k=1 k=1 k=1 k k=0
Und das war zu zeigen.

O

4.3 Lemma (Teilbarkeit der Ableitung). Sei g € Z[X], also ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten,
p € Nygund ¢ € N>, Dann gilt fiir f := ﬁ und alle i > p, dass die Koeffizienten von f()
ganzzahlig und sogar durch p teilbar sind.

Beweis.

SCHRITT 1 (g = X",i = p): Wir zeigen die Aussage zuerst fiir g = X" mitn € Nund ¢ = p. Es gilt

xn (p) ) n! e nl e n n—
f(p):<(p—1)!> 3 (p—l)!(n—p)!X P:me Pzp(p)X P e Z[X]

SCHRITT 2 (¢ = p): Die Aussage fiir ein allgemeines Polynom g folgt nun wegen der Linearitit der
Ableitung: Sei g von Grad d € N mit Koeffizienten ay, (fir k = 0,...,d): g(X) = ZZ:O apX"*. Dann

gilt:
"= <<p_g 1>!>(p) - (W>(m ) ki:oa’“ <<p)fk1>!>(p) > <§>“’“Xk_p'

k=0

=)}

Also ist Aussage fiir die p-te Ableitung erfiillt.

SCHRITT 3: Daraus folgt die Aussage auch fiir # € N>,. Denn beim Ableiten bleiben die Teilbarkeit
und Ganzzahligkeit der Koeffizienten durch p erhalten.

O]

5 Beweis der Transzendenz

”And I thought cigars tasted bad!”
DUKE NUKEM, 1996
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Dieser Beweis orientiert sich an einem Post im Blog von Prof. Dave Richeson, sieche [1]. Wie dort nach-
zulesen stammt die Idee zu diesem Beweis von Charles Hermite aus dem Jahre 1873. Der Beweis wurde
1893 von Adolf Hurwicz vereinfacht.

5.1 Satz. Die Zahl e ist transzendent.

Beweis.

SCHRITT 1 (Strategie): Unsere gundsitzliche Strategie ist ein Widerspruchsbeweis. Es sei also ange-
nommen, dass e nicht transzendent ist. Dann ist e Nullstelle eines rationalen Polynoms. Nach Lem-
ma 3.12 gibt es dann auch ein ganzzahliges Polynom ¢ = ;' cp X ¥ yvom Grad n > 0, sodass
@(e) = 0. Sei auBerdem p eine beliebige Primzahl, sodass p > max(cg, n). (Eine solche kann man
stets finden, da die Menge der Primzahlen unbeschrinkt ist.)

SCHRITT 2 (Hilfspolynom formulieren): Damit definieren wir das Hilfspolynom
x-S
Fm 2 T (k= X7, (5.1)
oo L=

Wenn man diese Formel ausmultipliziert sieht man, dass f auch wirklich ein Polynom ist, und zwar vom
Grad r := p(n + 1) — 1. Nach Lemma 4.2 gibt es dann «, . . ., a,, €]0, 1], sodass fiir die dort definierte
Funktion F' = Z;ﬁo f (@) (beziiglich des in (5.1) definierten f) gilt:

Z CkF(k) = chﬁk, B = —kek(liak)f(kozk). (5.2)
k=0 k=1
SCHRITT 3 (p 1 z): Wir behaupten, dass daraus folgt

z:i= ickF(k) € 7\ {0}, p1z, (5.3)
k=0

d.h. wir behaupten, dass nicht nur z # 0, sondern dass sogar z nicht durch p teilbar ist.

SCHRITT 3.1 (p | f®)(k)): Wendet man Lemma 4.3 auf das Polynom g := XP~'[[}_, (k — X)P an,
so erhilt man, dass fiir alle i > p das Polynom f(9) ganzzahlig ist und alle Koeffizienten sogar durch p
teilbar sind. Insbesondere gilt also

Vi>p:VkeZ:p| fOk). (5.4)

SCHRITT 3.2 (p | F(k), 1 < k < mn): Aus der Definition von f sicht man, dass jedes 1 < k < n eine
Nullstelle der Ordnung p von f ist. Aus Lemma 3.9 folgt damit also

VO<i<p—1:Y1<k<n:fO®%) =o0. (5.5)
Damit gilt also
Vi<k<n:Fk)=> fOh) =3 fOr). (5.6)
i=0 i=p

Da gemiB (5.4) alle f(*)(k) durch p teilbar sind, ist auch F'(k) durch p teilbar, siche Lemma 3.14. Wir
haben also gezeigt:

Vi<k<n:p|F(k). (5.7)
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SCHRITT 3.3 (p { F'(0)): Wir betrachten nun andererseits den Fall & = 0. Nach Definition von f ist
k = 0 eine Nullstelle von f der Ordnung p — 1. Also gilt (erneut unter Verwendung von Lemma 3.9)
insbesondere

r

FO)=> 90 = > f90).
=0

i=p—1

Aus Lemma 4.3 folgt wie gesagt, dass f(P)(0),..., f(")(0) durch p teilbar ist. Wir wollen zeigen, dass
jedoch f(®=1)(0) nicht durch p teilbar ist. Gemi Lemma 3.14 ist dann auch F'(0) nicht durch p teilbar
und wir sind fertig (mit diesem Teilschritt). Um nun also p { f (p=1) (0) zu zeigen, gehen wir wie folgt vor:
Wiirde man in der Definition (5.1) von f alle Produkte ausmultiplizieren, so wiirde man eine Darstellung
von f der Form

— Xk =
f Z ag ) ap—1 (p—l)'

k=p—1

erhalten. Daraus folgt

FeD0) 2 =l — (nl)p.

Nach Voraussetzung ist p > n und somit teilt p nicht (n!)? = £~ (0). Und das wollten wir hier zeigen.

SCHRITT 3.4 (Ergebnis): Unter massiver Verwendung von Lemma 3.14 argumentieren wir jetzt wie
folgt: F'(0) ist nicht durch p teilbar. Da p > ¢y, ist ¢o nicht durch p teilbar. Also gilt p t ¢oF'(0). Da
p | F(k) firl <k <n,folgtp | ctF (k) und somit Y _;_, ¢, F'(k). Folglich gilt p { z. Insbesondere ist
z # 0.

SCHRITT 4: Wir mochten nun zeigen, dass andererseits

n
> B
k=1

SCHRITT 4.1 (Abschitzung fiir 8;): Aus (5.2) wissen wir, dass fiir 1 < k£ < n gilt:

< 1. (5.8)

B = —keP17%) f(kay).

Mit der Definition von f in (5.1) liefert dies

p—1 n

k (k
B = —eHiew ((poik)l)v [ (k= ke ©9)
Cok=1

Aufgrund der Monotie der Exponentialfunktion (Satz 2.7) und der Tatsache, dass 0 < o, < lund k < n
folgt, dass

ekl-aw) < gn (5.10)
und

k (kap)P ™t < kkP~1 = kP < nP. (5.11)
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AuBerdem gilt firalle 1 < k <n

a, > 0
=4 —ap < 0
= —kap < 0
& k—kar < k,

was zu

p
k:) = (n))P. (5.12)

fiihrt. Setzt man (5.10), (5.11) und (5.12) in (5.9) ein, so erhilt man

e"nP (n!)?

(p—1)!°

SCHRITT 4.2 (Asymptotik ausnutzen): Nach Lemma 4.1 gilt

1Br| < (5.13)

(5.13) n ()P nl)P
lim || < lim e (n-niy? =e" lim (r-n)
P—00 pP—00 (p — 1)' P—00 (p — 1)'

I

. 0.

Also gibt es insbesondere eine Primzahl p sodass fiir alle 1 < k < n gilt, dass |0k < % Damit
rechnen wir:

n

> kB

k=1

n
<> enBil < 1.

k=1

SCHRITT 5 (Schlussargument): Wir wissen aus (5.2), dass die Gleichheit

n

2= F(k) =) b
k=0

k=1

besteht. Wir haben soeben (5.8) gezeigt, d.h. |z| < 1. Vorher haben wir aber (5.3) gezeigt, dass z ganz-
zahlig ist. Daraus folgt aber z = 0. Das steht im Widerspruch zu z # 0, was wir ebenfalls in (5.3) gezeigt
haben.

O]
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