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Dies ist ein Script zum Repetitorium Analysis |, gehalten im Wintersemester 07/08 an der Uni Bonn
von Nikolai Nowaczyk, Moritz Firsching und Anton Stephan. Jedes Repetitorium bestand aus finf
zweistiindigen Ubungen, die sich inhaltlich an der Vorlesung von Helmut Abels und den Ubungen von
Matthias Kurzke orientierten. Da bei den am Ende der Vorlesung behandelten Themen am meisten
Gespréachsbedarf war, haben wir die sonst Ubliche Reihenfolge der Themen umgekehrt. In jeder Stun-
de wurden meist am Anfang kurz einige wichtige Satze und Definitionen wiederholt und dann dazu
Anwesenheitsaufgaben gerechnet. Beides ist hier abgedruckt. Aufgrund der Kirze der Zeit ist dieses
Repetitorium nattrlich alles andere als vollstdndig. Da wir viel auf Fragen eingegangen sind, kann es
auch durchaus sein, dass dieses Script nicht hundertprozentig auf alle Repetitorien passt.

Die Aufgaben wurden sorgfaltig ausgewahlt und Gberprift, wir ibernehmen aber keine Garantie fir
die Korrektheit der Losungen. Sollte jemand einen Fehler finden, so moge er sich bitte melden

Subject: Bugreport RepAna1, To: nikno@uni-bonn.de

1 Taylor-Reihen

Def. (Differenzierbarkeit): Sei D — R, a € D Haufungspunkt von D und f:D — R. Dann heif3t
[ differenzierbar bei a, falls der Limes

f’(a):=limf(a+h)_f(a)zlimf(x)—f(a)

h—0 x—a xX—a

existiert. Die Zahl f'(a) heillt Ableitung von f bei a. Die Funktion f:D — R heilt differenzier-
bar, falls sie in jedem Punkt a € D differenzierbar ist. Die Funktion f': D — R heiRt Ableitung. Die

Menge aller n-mal stetig auf D differenzierbaren Funktionen notieren wir mit C" (D) Die Menge

der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf D notieren wir mit C” (D)

Satz (Zerlegungssatz): Sei D c R, a € D Haufungspunkt von D und f:D — R. Dann gilt: f
ist genau dann in a differenzierbar, falls gilt: Es existiert ein ¢ € R und eine in a stetige Funktion
r:D— R mit r(a)zO, sodass

VxeD: f(x):f(a)+c-(x—a)+r(x)(x—a)
Falls f bei a differenzierbar ist, so gilt c=f'(a).

A1.1: Beweise folgendes

Lemma: Sei f:D — R n-malin ae D differenzierbar. Dann existiert genau eine Polynomfunkti-
on p:R— R der Form

p(x)zzn:ai(x—a)i mit VOSkSn:p(k)(a)zf(k)(a)

i=0



Lésung (Beweis): Da ein Polynom durch seine Koeffizienten a, bereits eindeutig bestimmt ist, ver-

suchen wir zunachst diese zu ermitteln.
Eindeutigkeit: Fiir beliebiges 0 < k <n gilt:

@)= 0= Sa oy ]
:(gai(x_ay](“ (a)+(a, (x—a)’ )(k)(a)+( > ai(x—a)i](k) (a)

i=k+1

=0(a)+k!ak(a—a)0+i .i! ai(a—a)i_kzk!ak

i=k+1 (l - k)!
Fir jeden Koeffizienten gilt also

k!
Existenz: Da die Funktion gegeben ist, hindert uns nichts daran das Polynom p zu definieren durch

n 0
a i
_ Z f ( ) ( Yo a)
i=0 i!
Damit ist obiges Problem also geldst.
Def. (Taylorpolynom): Sei f € C" (D) dann heilt obiges Polynom Taylorpolynom von f am Ent-
wicklungspunkt a und wird geschrieben mit 7, [f;a]. Man bezeichnet R ., : D —> R
=/ -T,[/:d]

als das zugehorige Restglied. Falls f € C” (D) , 80 heildt die Reihe

T[f:d](x) sz —a)

n+l

Taylorreihe von f in a.

Man beachte, dass wir auch fir jede andere Funktion /#: D — R ein ,Restglied“ f —/ definieren

kénnten (man nennt es auch Differenz). Das Bemerkenswerte ist nicht, dass es ein Restglied gibt,
sondern dass es unter gewissen Voraussetzungen eine interessante Form hat:

Satz von Taylor: Sei f:[a,x] — R n-mal stetig differenzierbar und auf ]a,x[ existiere auch die
(n + 1) -te Ableitung. Dann gilt: Es existiert ein & € ]a,x[, sodass

S(x)=T,[:a](x)+R,.. (%),

wobei

w0 (g (n+1) Y
T[ ,a](x):zf—()(x—a) und Rn+l( ):]F(Tf)g!)(X—a)n

Bemerkung 1: Wendet man den Satz von Taylor an, so erfillt die Funktion f h&ufig viel stéarkere
Voraussetzungen. Haufig ist z.B. / — R ein Intervall, f:1 — R und a € I . Dann darf man fiir jedes

x € I obigen Satz anwenden, weil dann [a,x] c I bzw. [x,a] < I . Man darf dabei aber nicht ver-
gessen, dass das & im Restglied von der Auswertungsstelle x abhangt. Manche Lehrbuchautoren

kennzeichnen dies daher sicherheitshalber, indem sie statt & schreiben §(x). Fiar zwei Punkte



x,yel mit x# y ist im Allgemeinen §(x);t§(y). Auch wenn man den Entwicklungspunkt a

durch einen anderen Punkt b € I ersetzt, erhalt man im Allgemeinen ein anderes Restglied & .

Bemerkung 2: In obiger Formulierung ist a der Entwicklungspunkt des Taylorpolynoms und x die
Stelle, an der wir die Funktion auswerten, d.h. es gilt insgesamt

n f(k) (a) . f(n+1) (5) .
f(x)=2 = (x—a) +=——=5(x—a)

i k! (n+1)!
Die Wahl der Bezeichner a fur die Entwicklungsstelle und x fir die Auswertungsstelle ist weit ver-
breitet. Genauso weit verbreitet ist aber auch eine andere Formulierung:
n k) (n+1)

X
f(x+h):zf () e, L)
i k! (n+1)!

Hier heil’t der Entwicklungspunkt x und die Stelle, an der wir auswerten, a := x + /. Die beiden For-
mulierungen sind vollig aquivalent.

hn+1

Bemerkung 3: Der Satz von Taylor ist ein qualitativer Satz, d.h. er liefert eine Existenzaussage. ,Es
existiert ein &, sodass...“. Der Satz von Taylor sagt nicht, dass wir das Restglied einfach weglassen

durfen. Es sagt nicht, dass falls f € C* (D) die zugehdrige Taylorreihe konvergieren muss. Er sagt

nicht, dass falls die Taylorreihe konvergiert, diese auch gegen die Funktion konvergieren muss. Das
liegt daran, dass alle diese Aussagen im Allgemeinen falsch sind.

A1.2: Berechne fir f(x):x3+2x2+x—l das Taylorpolynom T3[f;2](x) und das Restglied
R, (x)

Losung: Wir bestimmen zunachst die Ableitungen:

O02)=f(2)=8+2-4+2-1=17

=f(2)= (3% +4x+1)(2) =3-2° +4-2+1=21

(6x+4)(2):6-2+4:16

Y

>

—_~

\S)
~— ~—

Il

Da f(4)(x)=O , gilt nach dem Satz von Taylor fiir das Restglied R, (x):O und somit
T3[f;2](x)=f(x). (Man kann dies auch ohne den Satz von Taylor verifizieren, indem man mit

Hilfe des Binomischen Satzes die Klammern in 7 [f,2] auflost und vereinfacht.)

A1.3: Berechne fiir f:]—l;l[ ->R, xl—)% die Taylorreihe T[f;a] in a=0. Fur welche x gilt
—-X
T[f30](x)= 1 (%)

Losung:



Somit liefert die Taylorreihe

VG > s I AL EA N

k=0

(1) : geometrische Reihe
A14:Sei R, >R, f(x) = ln(x), a :=1. Berechne die Taylorreihe T[f,a](x).

Beweis: Wir betrachten die ersten Ableitungen von f:

£(1)=In(1)=0

O (x)=2x>= fY(1)=2

Y (x)=-23x*= fI(1)=-2-3

= Y (x)=(=1)" (k-1)!

Also

T[ln,l](x)zgf(z!(l)(x—l)k :g%(m)k :g(‘lk) (x-1)

Bemerkung: Falls wir jetzt wiissten, dass T[f,l](x) :ln(x) fur alle |x| <1 (Beweis nachstes Se-
mester), so wirden wir erhalten:

N (_l)k_l k ; ;
In (x + 1) = z P x" ,Logarithmusreihe®
k=1

Anwendung: Der Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe ist

k=1

A1.5: Sei f: [a,b] — R, zwei Mal stetig differenzierbar. Es sei x € ]a,b[ und 7€ R_; so gewanhlt,
dass B, (x)c ]a,b[ . Dann heilt

(5: (1)) ==L )29 = L= =)
Vorwarts- bzw. Rickwartsdifferenz von f bei x um /. Zeige
(D, (D3 (1)))(x) = f(x+h)_2];lgx)+f(x—h)

Zeige weiter mit Hilfe des Satzes von Taylor, dass:
limf(xJrh)—2f(x)+f()c—h)

h=0 W

-£(x)



Beweis:

(Dz(D;<f>)<x>)=D,;[f sadlss) M]: F (ot h) = ()= (x)+ f (x )

Nach dem Satz von Taylor gilt:

A elux+h[: f(x+h)= 1 (x)+ /' (x)h+ (&, )hzz
3% el f (s=H) =/ ()= () (£ )

Also:
2

Fleth)+ f(x—h)=2-f(x)= f”(§+)%+ (& )% und somit
im (7 (D7 () (1) = im L)L L) () /)
f1(E)+1"(E)

2

i =/"(x)
Denn aus 7 —0 folgt £ —>x und & —>x . Da f" stetig ist, folgt f"(£, )— f"(x) und

f1(&) = f"(x)-

2 Satz von de I’Hospital

Beim Bestimmen von Grenzwerten haben wir oft das Problem, dass wir die Grenzwertsatze nicht di-
rekt anwenden konnen, weil wir einen Ausdruck der Form

lima,
“llm_n:ni)L:_“ Oder y =
n>ep o limb, 0 ©

n—»0

vorliegen haben. Zahler und Nenner konvergieren entweder beide gegen Null oder divergieren beide
bestimmt gegen oo. Da 0/0 nicht definiert und o keine reelle Zahl ist, darf man die Grenzwertséatze
hier nicht anwenden. Eine Losung flr dieses Dilemma ist der

Satz (von Guillaume Francgois Antoine, Marquis de L'Hospital): Seien f,g: ]a,b[ — R differen-
zierbar und es gelte g'(x) #0 furalle x e ]a,b[ und entweder
A) li =0, 1 =
i (=0, () =0
oder
B) li =00, li =
i ()=o) =

Dann gilt: Existiert hm J (x) so existiert auch hm f(x) und es gilt:
X a g (x) X a g( )
S'(*) o L)

lim =lim
x\a g’(x) XN\ g(x)
Analoges gilt fir x /' b, X=X, e]a,b[, X — o0 und x — —00.

Bemerkung: Meist erflllen die Funktionen, auf die man diesen Satz anwenden mdchte viel starkere
Voraussetzungen. Da der Satz fir Grenziibergange jeglicher Art gilt, findet er viele Anwendungen. Es



ist insbesondere erlaubt ihn mehrfach anzuwenden, d.h. falls auch f’(x)/g’(x) die Voraussetzun-
gen erfullt, kann man mehrfach ,de 'Hospitalen. Einzige Fehlerquelle ist die Existenzaussage: Falls
der Limes li{nf'(x)/g'(x) nicht existiert, so kann man i.A. keine Aussagen Uber li{nf(x)/g(x)

machen.

Folgende Ubungsaufgaben sollen den Satz in Aktion demonstrieren:

az4: fim S0 _ i cos(x)
x—0 X x—0 1
) CoIn(x) . X )
A2.2: lim(x-In(x)) =lim x(-l ) =lim— = -limx=0
A2.3: limx* :kgr(}exp(x-ln(x)):exp(O)zl
A24: limE S —limC ¢ _im €

0 8in(2x) >0 cos(2x)2 0 cos(2x)2

2
A2.5; E}g(l +x° )% =limexp (% ln(l +x° )j = exp{3 : %%(@D

e (1+x2)_12x p 1 \

A2.6:

lim L_l :limx.—Sin(x):hm . 1-cos(x)
S x—0 Sll’l(X)x x—>0 Sln(x)+)C'COS(x)

, sin (x) 0
= hm - = =
0 cos(x)+cos(x)—xsin(x) 1+1-0

A2.7:Sind a,be R, a,b>0 so gilt:

Beweis:

. 1 a +b
1 n
. [at+b" ) . 2
lim =limexp| ———=
0 N X

N0 gt 4+ p* 2 X0 a +b"
_ exp(ln(a);ln(b)] ~ exp(lnga)]exp(ln(b)J _Jah



3 Unendliche Reihen und Potenzreihen

In diesem Themenblock haben wir wichtige Konvergenzkriterien fur unendliche Reihen wiederholt,
hauptsachlich Wurzel- und Quotientenkriterium. Hier gab es gro3e Verwirrung, weil diese Kriterien in
Vorlesung, Konigsberger, Forster oder Formelsammlung behandelt werden und jedes Mal ,an-
ders® aussehen. Um die Verwirrung perfekt zu machen, formulieren wir sie nun nochmals ,anders*:

Wurzelkriterium: Sei ( ) komplexe Folge.

(@) Konvergenzkriterium: lim#/|a, < 1= hmsupJ <1

n—>0

:>3qeREINeN:VnZN:dZSq<1 :>|an|Sq ,q <1

= Zan konvergiert absolut
n=0

(b) Divergenzkriterium: lim{/|a, > = hm supJ > 1

n—0

—> Es gibt eine Teilfolge (ank) mit M >

= (an) kann nicht gegen Null gehen

>1

= Zan divergiert

n=0

Wir haben das so komisch aufgeschrieben, weil jetzt hoffentlich klar wird, wie die unterschiedlichen
Formulierungen des Wurzelkriteriums miteinander zusammenhangen: Die obigen beiden Implikations-
ketten sind nichts anderes als eine Beweisskizze des Wurzelkriteriums. Man darf sich daraus fir eine
konkret vorgelegte Reihe sein Wunsch-Wurzelkriterium zusammenbauen. Um die Konvergenz einer
Reihe zu beweisen, kann man sich Aussuchen ob man

1) lim'(/a7n|<1,2) limsup\"/a7n|<l oder 3) 3qeREINeN:VnZN:MSq<1

nachrechnen mdchte. In allen drei Fallen darf man den Beweis mit ,Daraus folgt die Konvergenz von
znan nach dem Wurzelkriterium“ schlieBen. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass in 99% aller

Félle die erste Bedingung lim % an| <1 mit Abstand am einfachsten nachzurechnen ist, weil man

dafir die Grenzwertsatze benutzen darf.

Quotientenkriterium: Sei (an) komplexe Folge mit a, # 0 firfastalle n e N.

a
(a) Konvergenzkriterium: lim— ”“| <1= limsup— "+1| <1
n—=ea, n—>w a,
=3geRINeN:Vn> N: :l| <g<l=a,|<q""]|a,l
= Zan konvergiert absolut
n=0
an+1| n+l|
(o) Divergenzkriterium: lim——— >1= liminf —— > 1

n—»0 n—»0

a

n

a

n

n+1|

a

n

=3INeN:Vn2N:a,#0und >1:>|a |2|aN|>0

= Zan divergiert.

n=0



Auch dieses Kriterium haben wir mit Absicht so aufgeschrieben, dass es hoffentlich alle Formulierun-
gen, die ihr gefunden habt, in Konsistenz zueinander bringt.

Bemerkung 1: Beide Satze liefern hinreichende Kriterien fir absolute Konvergenz. Reihen, denen
man von vorne herein ansehen kann, dass sie nicht absolut konvergieren kénnen, sondern wenn G-
berhaupt nur bedingt, sind fir diese Kriterien also ungeeignet. Bedingt konvergente Reihen sind oft

von der Form
(-
n=1

Hier hilft oft das Leibnitz-Kriterium weiter.

Bemerkung 2: Der im Zusammenhang mit diesen Kriterien mit Abstand am meisten begangene Feh-
ler ist der folgende: Eine Reihe ist vorgelegt, man erhalt
}'l+1| 1

ng\r—l oder 151010 |a |

und trifft nun Aussagen Uber das Konvergenzverhalten der zugehoérigen Reihe. Warum fiihrt das in die
Katastrophe?

A3.1: Berechne zu diesem Zweck

n+1

lim+~2= und lim 2 hm ”” und lim ¢/|b,
n
fira =Lt und b =L
n n n
Lésung:
B
lim 2t 4| = lim 2t = [im—2— =
n—w |a | n—»ow i n—>o p+1
limy/|a,| = lim 7|—
n—w n—»0 hm\/_
n—»0
1
o 2
. n+1)? I’l .
lim 2 = i 2 fim =lim

A e P P P

lgllr—llmr—llmf 2n =1

n—>0

Aus Vorlesung und Ubungen wissen wir jedoch, dass

Za —Z— divergiert, aber Zb —Z— konvergiert
n

n=1 1 n=1 n=1

Falls bei eines Analyse solcher Grenzwerte also 1 herauskommt, nutzt uns das nichts. Das ist bitter,
aber nicht zu andern. Es existiert keine sinnvolle Verallgemeinerung dieser Kriterien, die dann auch
noch eine Aussage zuldsst.

Als nachstes kann man sich die Frage stellen, wieso in allen Kriterien Gberall limsup steht, nur bei
der Divergenz im Wurzelkriteriums nicht. Warum steht dort liminf und nicht auch limsup ?

A3.2: Zeige, dass die Bedingung limsup|a

n—»0

Betrachte dazu als Gegenbeispiel die Folge
|27 falls n gerade
" {3‘” Jfalls n ungerade
und berechne



. al . a]
limsupt=, liminf =22 | limsup 4/|a,
n—>00 a

n

n—»0 n—>0

n

Konvergiert Znan ?

Loésung: Da die Folge durch eine Fallunterscheidung definiert ist, machen wir auch eine:
2-(%)" fiir n gerade

a

n+l

a

n

3-(2)" fiir n gerade

Die obere Folge konvergiert gegen Null, die untere gegen unendlich. Die Quotientenfolge hat also
zwei relevante Teilfolgen und es folgt:

a

n+1| n+l

a
liminf ———=0<1 und limsup
n—>0 an

=w>1

a

00
n—> n

Wenden wir nun das Wurzelkriterium an, so erhalten wir

27" fiirn gerade 1|
limsup #/|a, | = limsu <—<1
n—s0 pa n>0 P {31 fiir n ungerade 2

Hier hat die Wurzelfolge 2/ an| genau zwei Haufungspunkte, namlich 1/2 und 1/3, welche beide

kleiner sind als 1. Folglich konvergiert Znan absolut. Das hatte man Gbrigens auch einfacher haben

konnen:

z a,| < Z(%)n konvergiert mit geometr. Reihe
n=0 n=0
Im Quotientenkriterium steht beim Divergenzfall also der liminf , weil der Satz mit limsup falsch

ware. Denn der wirde Uber obige Folge aussagen, dass sie divergiert.
Nachdem wir jetzt gesehen haben, wo die Kriterien versagen, wollen wir ein paar Aufgaben rechnen,
wo sie funktionieren:

A3.3: Entscheide, ob die Reihe zneN a, konvergiert oder nicht far

a 2n ! 4 n
1)an::n— acQ,2) a, = " 3) an::n—,4) an:z(%—l) 5) an:znq",|q|<1,
n! n" 3"
6) a ,a>0
l1+a"
Beweis

1) konvergiert mit Quotientenkriterium

@y _(n41)" nl_ (n4])" mt 1 (1+l

a _(n+1)!n“_(n+1)n!n”_(n+l) n

n

j%oa

2): konvergiert mit Quotientenkriterium
a,. _2”+1(l’l+1)! n" B 2-2"(11—%—1)1’1! n" 2-n" ) ( n jn

a,  (n+1)") 2'nl (n+1)-(n+1) 2'n0 (n+1)

:2( lj = 2 - n—0 >z<1
#) Ty e




3) konvergiert mit Wurzelkriterium

4
n
= | —

o 1

—<1
3

}’l

konverglert mit Wurzelkriterium

5) konvergiert mit Wurzelkriterium

\/7 M q\/;—n]<l

6) Fur a <1 gilt:

1‘—>0<1

n

Tia’ < a" = konv. mit geometr. Reihe und Majorantenkriterium
+a

Fur a>1 gilt:
a" a" 1
= = 2 5120

l+a" a"(l—i—a%) 1+i
4"

= Divergenz nach notwendigem Kriterium

A3.4: Berechne den Konvergenzradius der beiden folgenden Potenzreihen

- 1 n - 1 n
Zln(n)x 2oy

n=2 n=l1
Beweis:
Fur die erste benutzen wir Cauchy/Hadamard (Quotientenkriterium):
In(n)  In(n) In(n) _ In(n) _ 1 ooy

In(n+1) ln(n(l-i—%)) - In(n)+In(1+1) - ln(n)[l+ lnl(l(+)}1)] B 1+ln(1+%) >

Der Konvergenzradius istalso R =1.
Fir die zweite benutzen wir Euler (Wurzelkntenum ): Es g||t

Fir den rechten Faktor benutzen wir das Sandwmhlemma.

L2z T < gl (2) <4f1+1" <42 =2y

Insgesamt ist also

10



4 Xi-Finder und ihre Anwendungen

Viele Aufgaben sind vom Typ ,Finden Sie ein &, sodass...“ oder erfordern dies in einem Zwischen-
schritt. Hilfreiche Satze dafir sind:

Zwischenwertsatz: Es sei f:[a,b]—)R eine stetige Funktion mit f(a);tf(b). Dann gilt: Fur

jedes y e I:f(a),f(b)] (bzw. y € I:f(b),f(a)] ) existiert ein & € ]a,b[, sodass f(gg) =y.

Satz von Rolle: Es sei f:[a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar. Gilt f(a):f(b), so
existiert ein & € ]a,b[ , sodass f'(ﬁ) =0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Es sei [ : [a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar.
Dann existiert ein & € ]a,b[ , sodass
f(b)=1(a) _ .,
b-a ! (65)
Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Es seien f,g: [a b] — R stetig und auf ]a b[ differenzierbar.
Ferner sei g (x);éO fur alle xe]a b[ Dann ist g(b) ( ) und es gibt ein &£ € ] a, [ sodass

S(b)=f(a) _ /(&)
g(b)-2(a) £'(¢)

Satz von Taylor: siehe Kapitel 1

A4.1 Weise nach, dass die folgende Funktion eine Nullstelle besitzt:
fRoR, f(x)=¢"+xe*

Beweis: Es gilt

1 1
f(—l)—;—e<0 und f(l)—e+;>0

Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein & € [—1,1], sodass f(f) =

A4.2: Sei f:[O,l]—)R stetig mit f(O):f(l) . Zeige: Es gibt ein 56[0,%], sodass
f(&)=r(+1).

Beweis: Definiere g : [O,%] >R x> f(x)—f(x-i—%). Dann ist
g(0)=1(0)-s(3)=r(1)-1(#)=-2(3)

Dann ist entweder g(O) = g(%) =0 und wir setzen zB &:=0. Oder es ist 0.E. g(O) > 0. Dann ist

g(%) < 0 und nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € [O,%] mit 0 = g(ﬁ) = f(f)—f(§+%).

In jedem Fall gilt /(&)= f(&+1)

11



A4.3: Sei f:[a,b] — R eine stetige und in ]a,b[ n-mal stetig differenzierbare Funktion mit 7+ 1

verschiedenen Nullstellen. Dann hat f(") auch noch eine Nullstelle in ]a,b[ .

Beweis: Es seien X,,,...,X,,,, € [a,b] die n+1 Nullstellen von f . Es gilt also

f(xo)l)z...:f(xo’w):O
Wenden man auf je zwei dieser Stellen den Satz von Rolle an, so folgt: Es existieren
Xi1seas X, € ]a,b[, alle paarweise verschieden, sodass

f’(xl’l):... =f'(xl’n)=0
Die erste Ableitung hat also n Nullstellen. Wenden wir auf je zwei dieser neuen Stellen den Satz von
Rolle an, so folgt: Es existieren x, ,,...,x,, | € ]a,b[ , sodass

f”(x2,l):"':f”(XZ,n—l):O

Die zweite Ableitung hat also (n—l) Nullstellen. Unter n -facher Anwendung des Satzes von Rolle
erhalten wir also: Die 7 -te Ableitung hat eine Nullstelle.

A4.4: Beweise die folgenden Ungleichungen
(i) ‘sin(x)—sin(y)‘ <lx-y)|
(ii) px”_l(y—x)éy” -x’ Spyp_l(y—x) far y—x>0, p>1
(iii) ‘arctan(x)—arctan(y)‘ <lx-y|

(iv) b;asln(éJsb_a b>a>0

a a
Beweis: Strategie ist jedes Mal der Mittelwersatz der Differentialrechnung:
(i) Far sin(x) erhalten wir:
‘sin(x) —sin(y)‘ = ‘sin’(§)‘|x—y| = ‘cos(f)“x—y| <|x-y)|
(i) Far f(x) =x" ist f’(x) = px”" undda p>1,ist f' monoton steigend. Folglich gilt:

xl’

px' < pdt=1'(£) :% =1'(&)=p&"" < py"”

[x—y] <|x—y]

(iii) ‘arctan(x)—arCtan(J’)‘ = ‘arctan'(,f)“x—ﬂ B ‘1+1§2

a
und aulBerdem gilt:

(iv) Esist ln(éj:ln(b)—ln(a):ln'(f)(b—a)z
a
b—aéb—asb—a.
b & a

A4.5 (Schrankensatz): Sei f:[a,b]—)R stetig differenzierbar. Dann ist f auf [a,b] Lipschitz-

stetig, d.h. es existiert ein L >0, sodass fir alle x,y € [a,b] gilt:

|/ (%)= (v) <L

x—y|

Beweis:

12



Q) (2)
()= W)= (E)-fx =l < max (€)=l = Lo =]

\—_\f—/
=L

(1) : Hier verwenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
(2): Nach Voraussetzung ist f stetig differenzierbar. Also nimmt die stetige Funktion f” auf dem

Kompaktum [a,b] ihr Maximum an.

Das ist Ubrigens ein sehr hilfreiches Kriterium, um Lipschitz-Stetigkeit von Funktionen nachzuweisen.

5 Sonstiges
Aufgrund vielfaltiger Nachfrage hier nochmals:

Satz: Es sei (an) komplexe Folge und es sei

A= {h € C| A ist partieller Grenzwert (Haufungspunkt) von an}
Dann gilt: 4= A,dh. A ist abgeschlossen.
Beweis: Falls 4= ist nichts zu zeigen. Sei daher 4 # . Wir missen zeigen, dass A4 alle seine
Haufungspunkte enthalt. Angenommen, A4 ware nicht abgeschlossen. Dann existiert ein 1 € C, so-
dass gilt:
(i) & ist Haufungspunkt von A
(i heg A
Dies fUhren wir nun in zwei Schritten zum Widerspruch. Eigenschaft (ii) bedeutet, dass /1 kein partiel-
ler Grenzwert von (an) ist. Folglich existiert ein & >0, sodass in U, (h) nur endlich viele Folgen-

glieder von (an) liegen.

Eigenschaft (i) bedeutet, dass in U, (h) ein Element a aus A liegt mit a#h . Also:
daeU, (h)mA . Da ae A ist also a ein partieller Grenzwert von (an) . Definiert man
r::%(g—”x—h”) so gilt daher, dass in Ur(x)CUE (h) unendlich viele Glieder von (an) liegen

missen. Somit missen auch in U, (h) unendlich viele Glieder von (an) liegen missen. Wider-

spruch zu (i)!

13
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Dies ist ein Script zum Repetitorium Analysis |, gehalten in den Ferien des Wintersemesters 08/09 an
der Uni Bonn von Nikolai Nowaczyk, Elias Esselborn und Simon Markett. Jedes Repetitorium bestand
aus finf zweistiindigen Ubungen, die sich inhaltlich an der Vorlesung von Werner Miiller und den U-
bungen von Arthur Wotzke orientierten. Die Aufgaben wurden sorgfaltig ausgewahlt und Gberprift, wir
Ubernehmen aber keine Garantie fur die Korrektheit. Sollte jemand einen Fehler finden, so moge er
sich bitte melden

Subject: Bugreport RepAna1WS08/09, To: nikno@uni-bonn.de

1 Reihen und Potenzreihen

In diesem Themenblock haben wir wichtige Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen wiederholt,
hauptsachlich Wurzel- und Quotientenkriterium. Hier gab es grof3e Verwirrung, weil diese Kriterien in
Vorlesung, Kdnigsberger, Forster oder Formelsammlung behandelt werden und jedes Mal ,an-
ders® aussehen. Um die Verwirrung perfekt zu machen, formulieren wir sie nun nochmals ,anders*:

Wurzelkriterium: Sei (an) komplexe Folge.

(a) Konvergenzkriterium: limy/a, | <1= limsupy/|a,| <1
ol <1 s ]

n—>0

:>E|qeR:EINeN:VnZN:(/cTJSq<1 :>|an|Sq”,q<l

o0

= Zan konvergiert absolut
n=0
b) Divergenzkriterium: lim {/|a, | > 1= limsupy/|a,| >1
(b) Divergenzkriteriu m ,,| Hmp n|

= Es gibt eine Teilfolge (ank ) mit %/ ank‘ >21= >1

= (an) kann nicht gegen Null gehen

ank

= Zan divergiert

n=0

Wir haben das so komisch aufgeschrieben, weil jetzt hoffentlich klar wird, wie die unterschiedlichen
Formulierungen des Wurzelkriteriums miteinander zusammenhangen: Die obigen beiden Implikations-
ketten sind nichts anderes als eine Beweisskizze des Wurzelkriteriums. Man darf sich daraus fur eine
konkret vorgelegte Reihe sein Wunsch-Wurzelkriterium zusammenbauen. Um die Konvergenz einer
Reihe zu beweisen, kann man sich aussuchen, ob man

1) lim(/a7n|<l,2) limsup'(/a7n|<1 oder 3) EIqeR:EINeN:‘v’nZN:q/cT,JSq<l

1




nachrechnen maochte. In allen drei Fallen darf man den Beweis mit ,Daraus folgt die Konvergenz von
zn a, nach dem Wurzelkriterium® schlieBen. Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass in 99% aller

Félle die erste Bedingung lim ¢ an| <1 mit Abstand am einfachsten nachzurechnen ist, weil man

dafir die Grenzwertsatze benutzen darf.

Quotientenkriterium: Sei (an) komplexe Folge mit a, # 0 firfastalle n e N.

a
(a) Konvergenzkriterium: lim—— ”“| <1= limsup— "+1| <1
n—w0 |a | n—o a,
—=3geRINeN:Vn2N: [l Hl<g<d=a,, | <q"™|ay|
an
= Zan konvergiert absolut
n=0
a
(b) Divergenzkriterium: lim |’”i| >1= liminf -/ ””| >1
n—»o0 a n—»0 an
—3INeN:Vn=N:a,#0und L2 > 1=
an

= Zan divergiert.

n=0

Auch dieses Kriterium haben wir mit Absicht so aufgeschrieben, dass es hoffentlich alle Formulierun-
gen, die ihr gefunden habt, in Konsistenz zueinander bringt.

Bemerkung 1: Beide Satze liefern hinreichende Kriterien fiir absolute Konvergenz. Reihen, denen
man von vorne herein ansehen kann, dass sie nicht absolut konvergieren kdnnen, sondern wenn G-
berhaupt nur bedingt, sind fiir diese Kriterien also ungeeignet. Bedingt konvergente Reihen sind oft
von der Form

2=

n=l1

Hier hilft oft das Leibnitz-Kriterium weiter.

Bemerkung 2: Der im Zusammenhang mit diesen Kriterien mit Abstand am meisten begangene Feh-
ler ist der folgende: Eine Reihe ist vorgelegt, man erhalt

,1,13,10\/7_1 oder lgloqo |a |

und trifft nun Aussagen Uber das Konvergenzverhalten der zugehdrigen Reihe. Warum fuhrt das in die
Katastrophe?

}'l+1| 1

A1: Berechne zu diesem Zweck

a,.| By
. 1 . . 1 .
lim—=" und lim#/|a,|, lim—=" und lim /|,
n—»wo g n—oo n—oo |b | n—oo
n n
- 1 1
fur a, = und b, :=—.
Losung:
1
1 - . n
lim—+ D | =lim2L =lim——=1
n—o0 |a | n—>0 1 n—)wn_lr_l
n



lim ¢/|a,| = lim 1 L_
1 a |l = nf— — =
n—»o n n—o \ p lirrln 17
n—>
o 11)2 2 2
. . + . .
lim =lim~—-=lim - =lim— =
n—>0 |l%| n—oo n—+u>(rl4_1) n—op” +2n+1

llmr—llmr—llmf \/_

n—»0

n+J

Aus Vorlesung und Ubungen wissen wir jedoch, dass

Za —Z— divergiert, aber Zb —Z— konvergiert
n n

n=1 n=1 n=1

Falls bei eines Analyse solcher Grenzwerte also 1 herauskommt, nutzt uns das nichts. Das ist bitter,
aber nicht zu andern. Es existiert keine sinnvolle Verallgemeinerung dieser Kriterien, die dann auch
noch eine Aussage zulasst.

Als nachstes kann man sich die Frage stellen, wieso in allen Kriterien Giberall limsup steht, nur bei
der Divergenz im Wurzelkriteriums nicht. Warum steht dort liminf und nicht auch limsup ?

A2: Zeige, dass die Bedingung limsup|an+l n| > 1 nicht hinreichend ist fiir Divergenz von Zan .
n—>0

Betrachte dazu als Gegenbeispiel die Folge
|27 falls n gerade
" {3‘” Jfalls n ungerade
und berechne

an+J

limsup

n—»0

o cla]
, liminf =, limsup ¢/|a, |, Za
=0 a n— n=1

n

n

Loésung: Da die Folge durch eine Fallunterscheidung definiert ist, machen wir auch eine:

—(n+1) n
3 _L (gj fiir n gerade

a,, | 2" 3 \3
al 1) n
! 2 — :l (Ej fiir n gerade
3 22

Die obere Folge konvergiert gegen Null, die untere gegen unendlich. Die Quotientenfolge hat also
zwei relevante Teilfolgen und es folgt:
n+J

a

n

n+J

a

n

=0<1und limsuyp——=00>1

n—»0

liminf —/

n—>0

Wenden wir nun das Wurzelkriterium an, so erhalten wir

27" fiir n gerade
hmsup«/ —hmsup{ 8 <l<1

37! fiir n ungerade 2

Hier hat die Wurzelfolge %/ an| genau zwei Haufungspunkte, namlich 1/2 und 1/3, welche beide

kleiner sind als 1. Folglich konvergiert Znan absolut. Das hatte man Ubrigens auch einfacher haben

kénnen:

0 0

z a,| < Z(%)n konvergiert mit geometr. Reihe
n=0 n=0
Aufgrund der absoluten Konvergenz darf die Reihe umsortiert werden und man kann sogar explizit

den Grenzwert bestimmen:




n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Ny iy L L1 4 19 4l
;(“) +3;(9) 1—%+3 1-1 373872

Im Quotientenkriterium steht beim Divergenzfall also der liminf , weil der Satz mit limsup falsch

ware. Denn der wirde Uber obige Folge aussagen, dass sie divergiert.
Nachdem wir jetzt gesehen haben, wo die Kriterien versagen, wollen wir ein paar Aufgaben rechnen,
wo sie funktionieren:

A3: Entscheide, ob die Reihe z y @, konvergiert oder nicht flr

a 2” | 4 n
1)a,="— acQ,2) 3, =24 a, (\/;_1) 5) a,=nq", |q|<1,
n! n" 3"
6) a ,a>0
1+a"
Beweis

1) konvergiert mit Quotientenkriterium

g, (1) nt_ (n+1)" w1 )(Hl

— - n—»o 0<1
a, (n+)!n" (n+)n'n" (n+1 nj -

2): konvergiert mit Quotientenkriterium
an+1_2n+1(l’l+l)! n" B 2-2"(n+1)n! n" B 2-n" _2( n jn
a, (n+1)" 2'n1 (n41)-(n+1)" 2'n! (n+1)

:2( lj = 2 - n— >z<1
w) Ty e

3) konvergiert mit Wurzelkriterium

4
N

=gz —>§<1

n+l

}'l

konverglert mit Wurzelkriterium

5) konvergiert mit Wurzelkriterium

\/7 (/E q\/;—n]<1

6) Fur a <1 gilt:

1‘——>0<1

n

Toa <a" = konv. mit geometr. Reihe und Majorantenkriterium
+a

Fir a >1 gilt:
a" a" 1
= = no® /1 * O

1+a" a”(1+ﬁ) 1+i
4"

= Divergenz nach notwendigem Kriterium



A4: Berechne den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

< 1 n S 1 n c 1 2n
Zln(n)x PR TreE DN (n)+9 "

n=2 n=1 n=1 SIN( 7
Beweis:
Fur die erste benutzen wir Cauchy/Hadamard (Quotientenkriterium):
In(n)  In(n) In(n) _ In(n) _ 1 .

In(n+1) In(n(1+1)) In(n)+ln(1+1) 1n(n)(1+ 1111(1(+);1)] ) >

Der Konvergenzradius istalso R =1.

Fir die zweite benutzen wir Euler (Wurzelkntenum ): Es g||t

3

Fir den rechten Faktor benutzen wir das Sandwmhlemma.
L2z T < gl (2) <4f1+1" <42 =2y

Insgesamt ist also

Bei der dritten substituieren wir zunachst y := x* und analysieren

‘= sin(n

Zn(n) 59

erneut mit dem Wurzelkriterium:

\/ o r 11
sin(n)+9" 49" SII;SI’I)_|_1 9dsir;gn)+l

Fir den rechten Ausdruck verwenden wir erneut das Sandwichlemma

n—»00 8 -1 Sin(”l) 1 1 n—»o0
l«———— = <p—+1<p/——+1<p/—+1 < p/—+]1 —>1
9 9" 9" 9" 9

Also ist der Konvergenzradius der ursprunglichen Potenzreihe

-1
R= (limn/‘;J =9=3
n>=\sin (n)+9"

Insbesondere fiir Reihen, denen man sofort ansieht, dass sie nicht absolut konvergieren, aber mogli-
cherweise bedingt, eignet sich das Leibniz-Kriterium: Es besagt: Sei (an) eine reelle monoton fal-

lende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe

0

2.(-1)"a,

n=0
Die Monotonie wird oft vergessen. Das kann fatal sein, wie das Beispiel



2  ngerade,n # 0
0 sonst

zeigt. Denn die Reihe

divergiert.

1.1 Potenzreihen

Die Behandlung von Potenzreihen verhalt sich nicht gro3artig anders. Die Fragestellung ist die folgen-
de. Gegeben sei eine Reihe der Form

Z a,z"

n=0

wobei (an) eine komplexe Folge und z € C ist. Gesucht ist der Konvergenzradius, d.h.
n=0

sup {R >0|vVzeC: |z| <R= ian konvergiert}

Diesen kénnen wir nun mit obigen Kriterien ebenfalls bestimmen: Halt man ein z € C fest, so ergibt
beispielsweise das Wurzelkriterium die Forderung

-1
= |z| limsup ¢/ an| = |z| < (lim supy/|a, | j
n—o0 n—o0

Der Konvergenzradius R kann also berechnet werden mittels

-1
R =| limsupy an) ,Cauchy-Hadamard"
(i e

Aus dem Wurzelkriterium folgt also, dass die Potenzreihe konvergiert fir alle z € C mit |Z| <R und

n
a,z

1> limsup 2
n—>0

divergiert fir alle |Z| > R . Uber das Konvergenzverhalten auf dem Rand {|z| = R} kann zunachst

nichts ausgesagt werden.
Alternativ kann auch das Quotientenkriterium angewendet werden. Dieses liefert die Forderung

1
NP <(lima”—”|J

n+l
n+l

a

_hm n+l

1>1lim -
anZ ‘ Nn—>0 |an|

n—0

n—>0
a}’l

Der Konvergenzradius kann also auch berechnet werden mittels

-1
: an+l|
R= (hm—} ,Euler*

n—>0
a}’l

Man beachte, dass das nur funktioniert, falls lim|an+1|/|an| wirklich konvergiert. Es kann hier nicht mit
n—>0

Haufungspunkten gearbeitet werden, weil das Quotientenkriterium die i.A. verschiedenen Haufungs-
punkte

. 1 . 1
liminf - < limsup—+
n—>0 a a

n n

n—>0

zur Entscheidung uber Konvergenz bzw. Divergenz verwendet.



2 Satz von de I’Hospital

Beim Bestimmen von Grenzwerten haben wir oft das Problem, dass wir die Grenzwertsatze nicht di-
rekt anwenden konnen, weil wir einen Ausdruck der Form

lima,

n—>0 “

. o0
“lim—= =% =—"oder,=—
n>ep o limb, 0 0

n—»0

vorliegen haben. Zahler und Nenner konvergieren entweder beide gegen Null oder divergieren beide
bestimmt gegen o0. Da 0/0 nicht definiert und o keine reelle Zahl ist, darf man die Grenzwertséatze
hier nicht anwenden. Eine Losung flr dieses Dilemma ist der
Satz (von Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L'Hospital): Seien f,g: ]a,b[ — R differen-
zierbar und es gelte g'(x) #0 furalle x e ]a,b[ und entweder
A) lim =0, lim =0
) X\lllf(x) X\lllg(X)
oder
B) lim f(x)=o, limg(x)=o
) lim £ (x) =<0, limg ()

Dann gilt: Existiert lim f, (x) , SO existiert auch lim f(x) und es gilt:
x\a g (x) x\a g(x)
fim L ) _ iy £ ()

xNa g’(x) N\ g(x)
Analoges gilt fir x /' b, X=X, e]a,b[, X — o0 und x — —00.

Bemerkung: Meist erfullen die Funktionen, auf die man diesen Satz anwenden mdchte viel starkere
Voraussetzungen. Da der Satz fir Grenzibergange jeglicher Art gilt, findet er viele Anwendungen. Es

ist insbesondere erlaubt ihn mehrfach anzuwenden, d.h. falls auch f'(x)/g'(x) die Voraussetzun-
gen erfillt, kann man mehrfach ,de I'Hospitalen®. Einzige Fehlerquelle ist die Existenzaussage: Falls
der Limes li\r_‘nf'(x)/g'(x) nicht existiert, so kann man i.A. keine Aussagen uber li{nf(x)/g(x)

machen. (Siehe Aufgabe 8) Falls Ubrigens f,g sogar in einer offenen Umgebung von a definiert
und stetig differenzierbar sind, dann ist der Beweis sehr einfach:

S(x)=/(a)
im? ) i x—a_S@) ()
wag(x) weg(x)-gla) g'(a) e g'(x)

Folgende Ubungsaufgaben sollen den Satz in Aktion demonstrieren:

At fim S i €05
x>0 X x>0 1
. . In(x) X .
we iy () =ty ) <ty e

A3: limx" = limexp (x-In(x)) =exp(0) =1

x—0



Ad: imE—C _fim S i ST
"0 sin(2x) x>0 cos(2x)2 x>0 cos(2x)2

2
A5: £1£r01(1+x )% —£i£%exp(%ln(l+x2)j—exp{3 hm(th)N

X x—0

i (1+x2)712x | 1 \
=exp| 3- lim T =exp| 3- xlgg(l+x2j =e

AG:
lim _t 1 :hmx—Sin(x):hm 1-cos(x)
x—0 SiIl(X) X x>0 sin(x)x x—0 Sin(x)+X'COS(x)

, sin (x) 0
=lim = =
0 cos(x)+cos(x)—xsin(x) 1+1-0

A7:Sind a,be R, a,b >0 so gilt:

m
N0 2
Beweis:
1 | @ +5° nl @ +0°
L (at+b ) 2 2
lim =limexp| —— = |=exp| lim
N0 2 N0 X X

_ exp[lim 2 In(a)a* +In(b)b* j _ exp(hm In(a)a’ +1n(b)bxj

N0 a*+b"

ol

A8: Zeige, dass die Umkehrung des Satzes von de I'Hospitale i.A. falsch ist, indem du fr
f,g:R->R

f(x)=x+sin(x), g(x)=x

die Ausdrlcke

lim f,(x), TG
berechnest.
Losung:
hmf (x) =1lim HLS() existiert nicht, aber
X—>00 (x) X—>00
f(x) =liml+ ( ) =1 existiert dennoch.
X*)OO g(x) X—>00 x



A9: Zeige, dass

1im(1+fjn — exp ()

n—x0 n

(] <ol (3] |- owln([1+3])

und es gilt nach de I'Hospitale
ln(

limnln| | 142 || = lim " —1im e lim =
n—oo n n—o0 l n—o0 i n—o 1 +£

Beweis: Es ist

VR
ek
+

| =
N—
N—
[S=—Y
+
S |
|
=

S

S
)

S

Daher mit der Stetigkeit von exp

lim(l +£j = exp{limn In [(1 +£Dj =exp(x)
n—o n n—®0 n

3 Stetigkeit & Zwischenwertsatz

Sei fiir diesen Abschnitt D C, f:D—>C, aeD.

Def. (¢ -0 -Stetigkeit): Es heillt f & -0 -stetig bei a , falls gilt
V8>O:35>0:VzeD:|z—a|<5:‘f(z)—f(a)‘<8

Def. (Folgenstetigkeit): Es heilt f folgenstetig bei a , falls gilt

lim £ (z) = /(a)

Satz: f ist £-0 -stetigbei a <> f istfolgenstetig bei a . Daher sagen wir in diesem Fall auch
schlicht und ergreifend [ ist stetig bei a . Wir sagen [ ist stetig, falls f injedem a € D stetig ist.

Def. (gleichmiBig stetig): Es heillt f gleichméaBig stetig, falls gilt
Ve>0:36>0:Vz,z, eD:|22—zl|<5:>‘f(zz)—f(zl)‘<g
Def. (Lipschitz-stetig): Es heilt f Lipschitz-stetig, falls gilt

dLeR:Vz,z, eD:‘f(zz)—f(zl)‘SL-|zz—zl|

Satz: Es gelten die Implikationen

Lipschitz-stetig = gleichmaRig stetig = stetig



3.1 Exkurs: Préddikatenlogik

Der Satz, dass aus gleichmaRiger Stetigkeit normale Stetigkeit folgt, hat mit Analysis eigentlich gar
nichts zu tun, sondern basiert auf einer Grundtatsache des gesunden Menschenverstandes bzw. der
so genannten Pradikatenlogik zweiter Stufe (,PL2%). Da diese Tatsache in der Analysis 6fter mal vor-
kommt, wollen hier kurz darauf eingehen.

Es seien M,K zwei Mengen und es sei P ein zweistelliges Pradikat auf M x K , d.h. eine Aussage,

die auf ein Tupel (m,k) e M x K zutreffen kann oder nicht.

Beispiel: M :={Miuse}, K :={Katzen}, P(m,k):="mwird von k gefressen"

Die Pradikatenlogik zeichnet sich gegentber der Aussagenlogik dadurch aus, dass sie eben auch
solche Pradikate zuldsst und dariber hinaus Quantoren und Mengen. In ihr darf man also Aussagen
wie etwa

VmeM:EIkeK:P(m,k)

formulieren und untersuchen. Nahezu die gesamte Mathematik baut auf der PL2 auf. Selbst wenn
man sich nicht auf Logik und Mengenlehre spezialisieren will, ist es hilfreich, die folgenden Sachver-
halte zur Kenntnis genommen zu haben: Wir stellen uns die Frage, ob zwei Quantoren hintereinander
kommutieren. Es gilt etwa

VmeM :NkeK:P(mk)< VkeK:VmeM :P(m,k)

d.h. zwei Allquantoren durfen in ihrer Reihenfolge vertauscht werden. Selbiges gilt auch fur Existenz-
quantoren:

ImeM :3keK:P(mk)< IkeK:ImeM : P(m,k)

Der wirklich interessante Fall tritt auf, wenn wir einen All- und einen Existanzquantor vorliegen haben.
Dann gilt ndmlich nur

VmeM :3keK:P(mk)<=3keK:YmeM :P(m,k)

Das kann man sich klarmachen, indem man die Aussagen einmal in natirlicher Sprache hinschreibt
und blumig ausschmuickt.

Die linke Aussage bedeutet: Fir jede Maus existiert eine Katze, sodass diese Maus von der Katze
gefressen wird. Der existentialistische Kampf der Maus mit der Welt findet also immer ein tragisches
Ende.

Die rechte Aussage bedeutet: Es gibt eine Katze, sodass jede Maus von dieser gefressen wird. Es
existiert also eine riesige fette Monsterkatze, die samtliche Mause auf der Welt verschlingt. Wir stellen
uns das so vor, dass jede Maus wird von ein und derselben Katze gefressen wird. Formallogisch ware
es hier allerdings nicht ausgeschlossen, dass es mehrere solcher Monsterkatzen gibt, da wir ja in der
rechten Aussage nicht , 3!k € K...“ geschrieben haben. Dieses Problem kann hier praktisch gesehen
aber nicht auftauchen, weil mehrere Monsterkatzen sich dann auch gegenseitig ihre bereits verspeis-
ten und verdauten Mause aus den Bauchen wegfressen missten.

Der entscheidende Punkt ist hier nicht, ob diese Aussagen wahr sind oder nicht, sondern er besteht
darin, dass man erstens erkennt, dass die linke und die rechte Aussage vollig verschieden sind und
zweitens, dass trotzdem die linke aus der rechten folgt: Wenn eine Monsterkatze alle Mause auffrisst,
dann wird insbesondere jede Maus von einer Katze gefressen. Bei der linken Aussage ist es erlaubt,
dass es sich bei verschiedenen Mausen auch um verschiedene Katzen handelt, bei der rechten Aus-
sage gibt es eine Katze, die alle Mause frisst.

Es ist wichtig zu verstehen, dass alle drei Gesetze zur Kommutierbarkeit von Quantoren, die wir hier
aufgeschrieben haben, nicht aus der Axiomatik der Analysis alleine bewiesen werden kénnen. Die
Analysis ist — wie fast alle anderen mathematischen Theorien auch - errichtet auf der Logik und der
Mengenlehre und wir verwenden hier deren Resultate. Ubrigens folgen bei einer systematischen Axi-
omatisierung der Pradikatenlogik diese Gesetze relativ direkt aus den Axiomen; es handelt sich nicht
um tief liegende Theorien.
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Zuruck zur Stetigkeit: Schreibt man die Definitionen von gleichmafiger Stetigkeit und gewdhnlicher
& — O -Stetigkeit hin, so sieht man, dass sie nach obigen Uberlegungen auseinander folgendermafRen
hervorgehen: Sei f : D — C, dann gilt:

VaeD:Va>0:35>0:VzeD:|Z—a|<5:‘f(z)—f(a)‘<£
<::>V5>0:VzleD:EIé‘>0:VzZeD:|zz—zl|<5:>‘f(z2 (zl)‘<g

(Zl)‘<5

Bei der ersten Aquivalenz haben wir nur die vordersten beiden Allquantoren vertauscht und die Vari-

)=/
CV8>0235>02VZIEDIVZZEDZ|ZZ—ZI|<5:>‘f(ZZ)—f

ablenumbenennung (a,z) - (zl,zz) durchgefihrt. Im zweiten Schritt haben wir die unterstrichenen
Quantoren vertauscht und die obige Uberlegung angewandt.

Um zu zeigen, dass auch wirklich ein mathematischer Unterschied zwischen gleichmaRiger Stetigkeit
und normaler Stetigkeit besteht, betrachten wir folgendes Beispiel, bei dem auch gleich mit auf die
Lipschitz-Stetigkeit eingegangen wird.

Beispiel: Zeige, dass die Umkehrungen der Implikationen
Lipschitz-stetig = gleichmaRig stetig = stetig
i.A. falsch sind. Betrachte dazu die Funktionen f:R —>R, x> x* und g:R., >R, x> Jx .
Zeige
(@) f ist stetig, aber nicht gleichmaRig stetig
(b) g ist gleichméRig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig

Beweis:
a) Die Stetigkeit von f* sieht man am besten durch Folgenstetigkeit und Grenzwertsatze:

Ya eR:%{i_rEf(x)zy_erz :!Ci_r)lgx-ki_r};x:czz :f(a)
Jedochist f nicht gleichmaRig stetig. Denn angenommen, dies ware der Fall: Dann gébe es zu
g:=1 ein 6 >0, sodass
Vx,,x, € R:|x2 —x1| < 5:‘x22 —xlz‘ <1
Wahle nun ein beliebiges festes x, >+ . Dann gilt fir x, := x, +<, dass

— S _ 5y =0
|x2—xl|—xl+2 X =5<0

Folglich musste aufgrund der gleichmafigen Stetigkeit ‘xzz —xlz‘ <1 gelten. Es gilt aber andererseits

mittels dritter binomischer Formel und nach Wahl von X, :

2
‘xf —xlz‘ =|x2 —x1||x2 +xl| :|x1 +%‘—)c1||)c1 +%+xl| =§(2x1 +%):5x1 +57>5x1 >5%:1

Widerspruch!

b) Zunachst ist g gleichmaRig stetig: Sei £ > 0, dann gilt mit 0 = g’

(*)
Vx,,x, e R, :|x2—x1|<5:>‘g(x2)—g(xl)‘:‘\/g—\/;1 S‘/|x2 —X, <Js=¢

(*) : Wir verwenden hier die Subadditivitat der Wurzel, welche man wie folgt einsehen kann: Es sei

zunachst 0.E. x, = x; = 0. Dann gilt mittels binomischer Formel

\/x_z—\/x_lﬁw/xz—xl = xzz—ZJx_ZJ;l+J;12§,/x2—xlz
<:>x2—2\/g\/x71+xl <Xx,—x @_2\/5\/3‘_1"‘23‘1 SOC)—\/X_Z\/)CT-I-)Q <0
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Dass die letzte Ungleichung gilt, kann man so einsehen:

0=-x +x =—\/x_1\/x71-1-x1 S_\/Z\/;H‘)ﬁ

denn n.V.ist x, 2 x, . Eine analoge Abschatzung ist giltig, falls x, = x, und somit gilt die Aussage
auch mit den Betragen.

AuRerdem ist g nicht Lipschitz-stetig. Denn wéhlt man einfach x, := 0 so folgt

V8 TNY NN 1 00 o
X, =X, X, 4x,

=y

Xy =X

Folglich ist

durch kein endliches L € R beschrankt.

3.2 Xi-Finder

Viele Aufgaben sind vom Typ ,Finden Sie ein &, sodass...“ oder erfordern dies in einem Zwischen-
schritt. Hilfreiche Satze dafir sind:

Zwischenwertsatz: Es sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) # f(b). Dann gilt: Fur
jedes y e [f(a),f(b)] (bzw. y € [f(b),f(a)] ) existiert ein & € |a,b[, sodass f(&)=y.

Satz von Rolle: Es sei [ : [a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar. Gilt f(a) = f(b) , SO
existiert ein & € ]a,b[ , sodass f'(ﬁ) =0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Es sei f : [a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar.

Dann existiert ein & € ]a,b[ , sodass

Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Es seien f,g: [a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar.
Ferner sei g'(x) #0 furalle x € ]a,b[ . Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein &£ € ]a,b[, sodass
f(b)-1f(a) _['(S)
g(b)-g(a) £'(¢)

Die folgenden Aufgaben beschéftigen sich mit Stetigkeit im Allgemeinen und demonstrieren insbeson-
dere den Zwischenwertsatz in Aktion. Die letzten Aufgaben beziehen sich auf den Satz von Rolle und
den Mittelwertsatz.

A1 Seien f,g:R — R stetig und f|Q =g|Q. Zeige, dass dann f'=g.

Beweis: Sei x € R beliebig. Falls x € Q, gilt f(x) = g(x) nach Voraussetzung. Ansonsten ist
xeR= @ und es gibt eine Folge (qn) rationaler Zahlen mit lim q, = X . Verwendet man Folgenste-

n—>0

tigkeit, so erhalt man
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f(x)= f(limg, | =lim 1 (q,) = lim g (g, ) = g(limg, ) = g ()

n—x0

A2 Sei f:R —> R stetig, a € R und f(a)>0.Zeige: Es gibt ein 0 >0, sodass f|B~(a) >0.

Beweis: Da f(a) > () existiert ein £ >0, sodass

f(a)+e>f(a)> f(a)-&>0

Wegen der Stetigkeit von [ existiert also auch ein 6 >0, sodass f|B‘(a) >0.

A3 Bestimme den Grenzwert von \/x+\/; —\/; fir x > 0.

Beweis: Verwendet man die Stetigkeit der Wurzel und die dritte binomische Formel, so erhalt man

| (e (e )
i e ==l

. X+vVx—x ) \/; . 1 1
=lim———=1im =1lim

X—0 ,x+ /x_i_ /x X—0 1 X—0 1 Y
Vx| [l+—=+1 l+—=+1
( VX X

A4 Weise nach, dass die folgende Funktion eine Nullstelle besitzt:
fRoR, f(x)=e¢"+xe*

Beweis: Es ist

£(0)=1>0,f(-1)=L—e<0

e
Also gilt nach dem ZWS: 3¢ € [—l, O] : f(f) =0.

A5 Sei f: [a,b] — R stetig und es gelte
f(a)f(b)<0
Zeige: & € [a,b] : f(§) =0.

Beweis: Folgt direkt aus dem ZWS da entweder

f(a)>0 und f(b)<0

oder umgekehrt.

A6 Seien f,g:[a,b] — R stetig mit
g(a)=f(b) und g(b)=1(a)
Zeige: 3¢& e[a,b]:f(&f) :g(zf)
Beweis:
Es gilt

(f~g)(a)=1(a)-g(a)=g(b)~ 1 (b)=~(/~g)(?)
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A7 Sei f:[a,b] —>[a,b] stetig. Zeige: 3¢ e[a,b]:f(&f):gt

Beweis: Definiere g:[a,b] — R durch

Fall 1: Ist f(a)za oder f(b)
Fall 2: Es ist f(a)>a und f(b)<b Dann ist
g(a)zf(a)—a>0, g(b)zf(b)—b<0

Aus ZWS folgt die Behauptung.

=b, dann wahlen wir halt £ =a oder £ =b

A8 Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstelle.

2n+l1
Beweis: Sei p Z ak , n € N, ein solches Polynom. Dann gilt

2n+1
2n+l1

lim p(x )—hm Zakx = lim x*""" =+

X—>+00 X —>+00 X—>+0
2n+l1
: 2n+1
lim p(x)=lim ) ax* = lim x> = -0
X—>—00 X—>—00 =0 X—>—00

Folglich existieren a,b € R, sodass p(a) >0 und p(b) < 0. Nach dem ZWS existiert also auch
eine Nullstelle.

A9 Sei f: [a,b] — R eine stetige und in ]a,b[ zwei mal stetig differenzierbare Funktion mit 3 ver-

schiedenen Nullstellen. Dann hat " auch noch eine Nullstelle in ]a,b[.

Beweis: Hier verwenden wir den Satz von Rolle: Es gebe drei verschiedene &,,¢,,&, € [a,b] , SO-
dass

f(égl):f(égz):f(é):o
Dann existieren nach dem Satz von Rolle zwei verschiedene 77,77, € [a,b], sodass
f'(m)=1"(n,)=0

Erneute Anwendung des Satzes von Rolle liefert schlieRlich ein y [a,b] , sodass

f"(r)=0

A10 Eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R ist Lipschitz-stetig.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gilt

()= £ =7 (€) (=) < max |7/ (£) |y =]

Dass das Maximum auch wirklich angenommen wird, folgt aus der Stetigkeit von /' und der Kom-
paktheit von [a,b].
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A11 Zeige fir x,y e R

‘sin(x) — sin(y)‘ <lx-y)|
Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gilt

‘sin(x)—sin(y)‘ = ‘sin’(é)Hx—y| = ‘cos(fj)Hx—y| <lx-y|

4 Funktionenfolgen

Def. (punktweise / gleichmiBig konvergent): Sei D c C .
a) Eine Folge von Funktionen fn : D — C konvergiert punktweise gegen f : D — C, falls gilt:

‘v’zeD:limfn(Z):f(Z)
In Quantoren: n—m
VzeD:Ve>0:INeN:Vax N:|f,(z)- f(z)|<e
b) Die Folge f, : D — C konvergiert gleichméBig, falls gilt
Ve>0:3NeN:Vn2N:VzeD:|f,(z)-f(z)| <&

Auch hier gilt nach pradikatenlogischen Grundtatsachen
fn konvergiert gleichmallig = fn konvergiert punktweise
Die Umkehrung ist i.A. falsch.

Es gibt nun mehrere Satze, welche aus analytischen Eigenschaften der f, Riickschliisse auf die
Eigenschaften von f zulassen. Am wichtigsten ist fir uns der

Satz: Sei fn :D — R eine gleichméRig konvergente Folge stetiger Funktionen. Dann ist auch der
Limes f:D — R eine stetige Funktion.

Sei f, :D — R . Untersuche, ob f, punktweise bzw. gleichmaRig gegen ein f : D — R konvergiert
und finde dieses [ fur
n

A1 D=R, fn(x)::nz_Hc2

/. konvergiert gleichmaBig gegen 0, denn

n

n 1
S_zz_&)o

I’l2 +x2 n n

nx

A2 D:=[0,1], fn(x)::anz

fn konvergiert punktweise: Fir x # 0 ist

15



nx X oo
> —

l+nx?  L4x? x

und fir x =0 ist f, (x) =( . Die Konvergenz ist nicht gleichméaRig, da sonst die Grenzfunktion stetig
sein musste.

nxk

A3 D:=[-11], f,(x):= o

/. konvergiert gleichmaBig gegen exp, denn fiir jedes x € [—1,1] ist

und es gilt

£ (x)=exp(x)| =

A4 D=[0,1], £, (x)=x"

Konvergiert punktweise: Fir 0 < x <1 gilt
£ (x)=x"—2250
und fir x =1 ist
£ (x)=1"=1—"22-1

Die Konvergenz ist nicht gleichmaRig, da dann die Grenzfunktion stetig sein miisste, was aber nicht
der Fall ist.

nx ,xe[O,ﬂ
A5 D:=[0,1], f,(x)=42—nx ,xe J-,2]

0 ,xe]%,l:l

Die Funktion konvergiert punktweise: Fir 0 < x <1 gibtes ein N € N, sodass Vn > N :Z < x und
somitist f, (x) =0 firfastalle n. Also ist lim f, (x) =0.Fur x=0 ist
n—>0
/,(0)=0

und somit konvergiert fn — 0 punktweise.
Die Konvergenz ist aber nicht gleichmaBig, weil

fo= AL =il 2 £ @) =2-md =211

A6 Seien (fn ) (gn) Folgen beschrankter Funktionen auf D, die gleichmaRig gegen ein f bzw. g
konvergieren. Zeige: f, - g, konvergiert gleichmaBig gegen f - g.

Beweis: Da fn,gn beschrankt sind und gleichmaRig konvergieren, sind auch f, g beschrankt: Sei

etwa ¢ =1, dann existiert ein N € N, sodass
IA=I5d<]r = Al<t e |l <t+] A =&

denn f, ist nach Voraussetzung beschrénkt. Gleiches gilt fiir g .
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Aus der gleichméfRigen Konvergenz der g folgt weiter, dass die g, auch gleichmaRig beschrankt
sind, d.h.
EILeR:VneN:”gn”SL
Denn analog existiert auch hier zu ¢ =1 ein N € N, sodass
Vnz=N:|g, —||g||£ gn—g||S1<:>

g, £1+||g|| =L

Sei & > 0. Dann existiert aufgrund der gleichmé&Rigen Konvergenz der (f,) ein N, € N, sodass

&£
VnzN,:|\f, - flil<—
A=<
Analog existiert ein N, € N, sodass
£
VnzN,:|g, —g|<—
2 gn g” 2L

Also gilt fur alle n > N = maX(Nl,Nz):
1.8, 12l =

£~/

f,8,— g, + /g, — 12|

& &
g, -allrl< Lok v Er=e

<

&l ™

A7 Es sei (fn) eine gleichméaRig gegen f konvergente Funktionenfolge. Es gebe ein a >0, sodass

‘v’xeD:‘fn(x)‘Za

1 1
Dann konvergiert — gleichmaRig gegen 7

n

Beweis: Aufgrund der gleichmaRigen Konvergenz der fn existiert zu ¢ >0 ein N € N, sodass

Vn=N:|f, - fl|<&-al|f]

1
I S

T Y VA ] Vi
LA™ el als]
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Aufgabenblatt 1: Unendliche Reihen

A1: Entscheide, ob die Reihe Z; a, konvergiert oder nicht fur

A2: Berechne den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

S 1 n S 1 n S 1 2n
zln(n)x ’zz"+3"x 23 ( )+9"x

n=2 n=1 n=1 SIN\ 1l

A3: Berechne flr

1

a,=—und b, :=— .
n n

die Grenzwerte

n+1 n+1

lim— hm

n—>0

und lim ¢
n—oo

und ’111_%\/7

I’l

Was wissen wir Uber das Konvergenzverhalten von

Za —Z— und ni:b —iiz

n=1 1

}’l

A4: Zeige, dass die Bedingung

n+l

a

n

limsup——>1

n—»0

nicht hinreichend ist fiir Divergenz von zn a, . Betrachte dazu als Gegenbeispiel die Folge

|2 falls n gerade
" |3 falls n ungerade
und berechne

arH—l

a

n

n+l

a

n

limsup——

n—»0

0
, liminf , limsup #/ja,|, Zan
n—0 n—»o

n=0
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Aufgabenblatt 2: Regel von de I’'Hospital

Berechne die folgenden Grenzwerte.

at im0 lm(xemn(x)) A% lim
x—0 X N0 N0

Ad: lim &~ AS: lim (1+x? )i A6: lim| — 1
x>0 sin(Zx) x>0 x>0 sin(x) X

A7:Sind a,be R, a,b>0 sogilt:
1

lim[a ;b j _Jab

x N0

A8: Zeige, dass die Umkehrung des Satzes von de I'Hospital i.A. falsch ist, indem du fir
f,g:R>R

f(x)=x+sin(x), g(x)=x
S'(x) /()

die Ausdriicke

und lim

lim

e gl(x) o g(x)

berechnest.

A9: Zeige, dass fir x e R
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Aufgabenblatt 3: Stetigkeit und Zwischenwertsatz

/'.1\ A1 Seien f,g:R — R stetig und f|@=g|Q.
' Zeige, dass dann f=g.

A2 Sei f:R — R stetig, a € R und f(a)>
Zeige: Es gibtein 6 >0, sodass f|B (@ >0.

' A3 Bestimme den Grenzwert von \/x+\/; —\/;
’ fir x > 0.

A4 Weise nach, dass die folgende Funktion eine Nullstelle besitzt:
fRoR, f(x)=¢"+xe*

A5 Sei [ : [a,b] — R stetig und es gelte
f(a)f(b)<0
Zeige: 3¢ € [a,b] : f(f) =

A6 Seien f,g:[a,b] — R stetig mit
g(a)=s(b) und g(b)=f(a)
Zeige: & e[a,b]:f(g‘) =g(§)

A7 Sei f:[a,b] —>[a,b] stetig. Zeige: 3& e[a,b]:f(f) =¢£
A8 Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstelle.

A9 Sei [ : [a,b] — R eine stetige und in ]a,b[ zwei mal stetig differenzierbare Funktion mit 3

verschiedenen Nullstellen. Dann hat /" auch noch eine Nullstelle in ]a,b[ .
A10 Eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R ist Lipschitz-stetig.
A11 Zeige fur x,y e R

‘sin(x)—sin(y)‘ < |x—y|
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Aufgabenblatt 4: Funktionenfolgen

Sei Dc R und f, : D — R eine Funktionenfolge. Untersuche, ob f punktweise bzw. gleichméaRig
gegen ein f:D — R konvergiert und finde dieses f fur

n
A1 D=R, =
f;’l(x) l’l2+x2
nx
A2 D:=|0,1{, =
[ 4 ] ‘f;’l(x) 1+nx2
n xk
A3 D:=[-11], f,(x)=> —
i k!
A4 D=[0,1], £, (x)=x"
nx ,xe[O,ﬂ

A5 D:=[0,1], f,(x)=42—nx ,xe J-,2]

0 ,xe]%,l:l

A6 Seien (fn ) (gn) Folgen beschrankter Funktionen auf D, die gleichmaRig gegen ein f bzw. g
konvergieren. Zeige: fn - g, konvergiert gleichmafig gegen f-g.

A7 Es sei (fn) eine gleichméaRig gegen f konvergente Funktionenfolge. Es gebe ein a >0, sodass

‘v’xeD:‘fn(x)‘Za

1 1
Dann konvergiert — gleichmaBig gegen ?

n

[P

e a1l




