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1 Mengen, Abbildungen, Notation

1.1 Definition (Multiindex). Ein Tupel

a=(a1,...,0p) €N

heiflt Multiindex. Wir definieren i

al = Hai!

=1

und

k
la] := Z Q.
i=1

00w~ DA D
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1.2 Definition (Multinomialkoeffizienten). Fiir o, 3 € Nf sei

(3) = a3y

()= fi bl =n
« 0, sonst.

1.3 Definition (Anzahl). Fiir eine endliche Menge € sei |Q2] € Ny die Anzahl aller Elemente in
Q.

Fiir n € Ny, a € Nk

1.4 Definition (Potenzmenge). Fiir eine beliebige Menge 2 heifst
2= {A|ACQ}
die Potenzmenge von Q.
1.5 Bemerkung. Diese seltsame Schreibweise erklart sich folgendermafien: Es gilt
2] = 2191,

Das kann man sich z.B. per Induktion klar machen.

2 Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

Von nun an sei {2 stets eine endliche Menge.

2.1 Definition (Wahrscheinlichkeitsmaf). Eine Abbildung P : 2% — [0, 1] heikt Wahrschein-
lichkeitsmaf , falls gilt

(i). Normierung: P(Q2) =1
(ii). Additivitit: Sind A, B € 2 zwei disjunkte Teilmengen von €2, dann gilt
P(AuB)=P(A)+ P(B).

2.2 Definition (Zahldichte). Sei € eine endliche Menge. Eine Abbildung p : Q — [0, 1] , sodass

D pw)=1

weN

heifst Zdhldichte oder auch Wahrscheinlichkeitsvektor auf €2 .
2.3 Lemma. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P auf €2 ist

pP:Q — [0,1]
w — P({w})

eine Zahldichte. Fiir jede Zahldichte p : Q@ — [0, 1] ist

P, 2% — [0,1]
A = ZaeAP(a)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Durch diese Formeln konnen Zahldichten und Wahrscheinlichkeits-
male miteinander identifiziert werden.
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2.4 Definition (Wahrscheinlichkeitsraum). Ein Tupel (2, p) bestehend aus
(i). einer endlichen Menge 2 und
(ii). einer Zahldichte p auf Q

heift Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen dann 2 den zugehorigen Ereignisraum und jedes
A € 29 ein Ereignis. Fiir jedes A € 29 heifit P(A) Wahrscheinlichkeit von A.

Ein besonders einfacher Wahrscheinlichkeitsraum wird uns immer wieder begegnen.
2.5 Definition (uniforme Verteilung). Sei €2 eine endliche Menge. Definiere

po: ) —
w =

1]
-

oS

Dann heift po die uniforme Verteilung auf 2. Das Tupel (€2, pq) ist dann ein Wahrscheinlich-
keitsraum, in dem das Eintreten eines jeden Ereignisses {w} € 22w € Q, gleich wahrscheinlich
ist.

2.6 Definition (Zufallsvariable). Seien (Q, p), (€, 5) zwei Wahscheinlichkeitsraume. Dann heift
eine Abbildung X : Q — Q Zufallsvariable. Wir schreiben dann auch X : (€, p) — (£2,p).

2.7 Satz und Definition (Induzierte Verteilung). Sei (€, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Q
eine endliche Menge und X :  — ) irgendeine Abbildung. Dann ist

p:Q — [0,1]
@ o Bp(XTH@))

eine Zahldichte auf Q. Wir nennen p die von X induzierte Verteilung auf Q und notieren das
auch mit py := p und mit Py := P, das von px induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf. Damit ist
dann X : (Q,p) — (9, p) eine Zufallsvariable.

Beweis. Wir miissen lediglich nachrechnen, dass

Z p@) =Y PXTI @)=Y Y pw) =) plw) =1

oeQ e oeQ) weR, we
X(w)=o

O
2.8 Satz und Definition. Sei (€2, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und k& € N. Dann definiert
PPk — [0,1]
w=(wy,...,wg) Hle p(w;)

eine Zihldichte auf QF. Wir nennen dann (Q, p)* := (QF, p*) den k-fachen Produktraum iiber
(€2, p).

Beweis. Auch hier miissen wir lediglich zeigen

Z pF(w) =1.

weNk

Das machen wir per Induktion nach k.
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SCHRITT 1 (Induktionsverankerung k = 1): Dies folgt nach Definition.
SCHRITT 2 (Induktionsschluss k& — k + 1): Wir rechnen

k+1
Rl |
Z P (w) = Z(wl,...,wk)eﬂk ZW}@+1€Q H p(w;)
weNk+1 Pl
k+1
=2 0 Do L1
1=

k

= Zwkﬂeﬂ p(Wk+1) Z(wl’“_’wk)em H1 p(wi)

= k
= Zwk+1eﬂ IO(CUk;—i-l) Z(wl,...,wk)er P ((/Jl, PN ,(_/Jk)

V.
= . 1 == 1.
Wi 1EQ p(Wrk+1)

3 Die Urnenmodelle

3.1 Definition (Urnenmodelle). Als Urnenmodelle bezeichnet man eine sehr héufig benutzte
Klasse von Zufallsexperimenten. Anschaulich passiert Folgendes: In einer Urne befindet sich eine
feste endliche Anzahl von Billen. Diese Bille sind unterscheidbar, d.h. durchnummeriert von
sagen wir 1 bis n. Aufierdem hat jeder Ball i eine Farbe f(i). Das Experiment besteht darin, dass
k-mal hintereinander ein Ball aus der Urne gezogen und seine Nummer oder Farbe notiert wird.
Man erhélt so eine Folge von Nummern bzw. Farben. Man unterscheidet vier Variationen dieses
Experiments: Je nach dem, ob man einen Ball, nachdem er gezogen wurde, wieder in die Urne
zuriick oder an die Seite legt, unterscheidet man zwischen Ziehen mit Zuriicklegen und dem Ziehen
ohne Zuriicklegen. Aufserdem unterscheidet man zwischen geordnetem und ungeordnetem Ziehen.
Beim geordneten Ziehen interessiert wirklich die genaue Abfolge der gezogenen Farben, beim
ungeordneten Ziehen nur die Héufigkeit der gezogenen Zahlen oder Farben. Damit erhalten wir
durch Kombination insgesamt vier mogliche Experimente. Die stochastische Fragestellung lautet
immer: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene Folge / Haufigkeitsverteilung von
Zahlen oder Farben gezogen wird. Diese werden wir in diesem Kapitel untersuchen in dem wir
vier Wahrscheinlichkeitsrdume konstruieren werden, die die jeweilige Situation abbilden sollen:
In jedem der Félle unterscheidet man noch, ob die Bélle eingefarbt sind oder nicht. Siehe jedoch

Ziehen ‘ mit Zuriicklegen ‘ ohne Zuriickklegen
geordnet Q Q
ungeordnet Q Q

Tabelle 1: Urnenmodelle
Bemerkung 3.14.

3.1 Balle, Farben, Urnen

3.2 Definition. Fiir jedes n € N, n > 1, sei
n] :=={1,2,...,n}
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und

[n]o :={0,...,n}.

3.3 Definition (Bélle und Farben). Sei n > 1. Dann nennen wir jede Zahl
i € [n]

einen Ball. Sei E eine endlich Menge mit [ := |E| > 1. Dann nennen wir jedes
ecel

eine Farbe. Sinnigerweise nennen wir in diesem Fall also [n] die “Bélle” und E die “Farben”. Eine
Abbildung f : [n] — E zwischen Béllen und Farben heift Farbfunktion. Fiir jeden Ball i € [n]
heifst f(i) die Farbe von i. Wir definieren dann fiir jedes e € E

F, = fﬁl(e), N, = |F|.

Es ist also F, C [n] die Menge aller Bélle mit Farbe e und N, die Anzahl aller Bélle mit Farbe
e. Es kann fiir Anwendungen niitzlich sein, sich E z.B. als E := {rot, blau, griin} vorzustellen.
Zum Rechnen ist es aber einfacher, die Farben ebenfalls durchzunummerieren. In diesem Fall ist
dann E = [I]. Falls nicht ausdriicklich anders erwéhnt, benutzen wir immer Letzteres.

3.4 Experiment (farbloser Ball). Gegeben sei eine Menge von n farblosen Béllen. Das Experi-
ment besteht nun darin, dass zufillig ein Ball ausgewéhlt wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein vorgegebener Ball i € [n] ausgewéhlt wurde? Wenn wir davon ausgehen, dass jeder
Ball mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewahlt wird, dann lautet die Antwort wohl % Daher
wollen wir diesem realen Experiment nun einen Wahrscheinlichkeitsraum zuweisen, der genau
diese Intuition formalisiert.

3.5 Definition (Ballraum). Der Wahrscheinlichkeitsraum ([n], p,,), wobei p,, := pp,) die uniforme
Verteilung aus Definition 2.5 ist, heifft Ballraum. Wir notieren das induzierte Wahrscheinlich-
keitsmak mit P, := P, .

3.6 Experiment (farbiger Ball). Gegeben sei eine Menge von n farbigen Béllen und es sei E die
Menge aller auftretenden Farben. Das Experiment besteht nun erneut darin, dass zuféllig ein Ball
ausgewahlt wird. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der gezogener Ball eine vorgegebene
Farbe e € E hat? Die Intuition sagt uns, dass dies gerade dem Verhéltnis aus der Anzahl der
Bélle mit Farbe e und der Gesamtzahl der Bélle n entsprechen sollte. Auch dies kann formalisiert
werden.

3.7 Definition (Farbraum). Sei f : [n] — E eine Farbfunktion auf einem Ballraum ([n], pp).
Dann heifst der Wahrscheinlichkeitsraum (£, py), wobei py die von f auf E induzierte Verteilung
aus Definition 2.7 ist, Farbraum. Wir notieren das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmal mit Py.

Eine sehr kurze Rechnung zeigt nun, dass der Ballraum und der Farbraum auch formal die
gewiinschten Eigenschaften haben.

3.8 Lemma (Eigenschaften von Ball- und Farbraum).

(i). In jedem Ballraum ([n], p,) gilt: Fiir jedes i € [n] hat das Ereignis {i} € 2[" die Wahr-
scheinlichkeit

Pu(lih) = -
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(ii). Sei F : [n] — E eine Farbfunktion. Fiir jedes e € E hat das Ereignis {e} € 2F die
Wahrscheinlichkeit

Py(fey) = 2

Beweis.

(i). Aus den Definitionen folgt sofort
Bp,({i}) = pn(i) = Tl =
(ii). Ebenfalls aus den Definitionen folgt

Py (i) =B (5@ = 3 2 Y

ief~1(e) icf~1(e)

3.2 Ziehen mit Zuriicklegen
3.2.1 geordnet

Da dieser Fall der mit Abstand einfachste ist, diskutieren wir ihn zuerst.

3.9 Experiment (farbloses geordnetes Ziehen mit Zuriicklegen). In einer Urne seien n farblose
durchnummerierte Bélle. Wir ziehen nun k& mal zuféllig einen Ball aus der Urne, notieren seine
Nummer, und legen ihn zuriick in die Urne. Wir erhalten eine Folge v = (14, ..., 1) von Num-
mern. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine vorgegebene Nummernfolge v = (v, ..., )
gezogen wird?

3.10 Satz und Definition. Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) := ([n], pn)* heikt farbloses
geordnetes Ziehen mit Zuriicklegen. Wir notieren sein Wahrscheinlichkeitsmafl mit P. Sei v =
(v1,...,v) € Q beliebig vorgegeben. Dann gilt

P = Ahiv) = oz = 7

Der Raum Q hat also auch die uniforme Verteilung.

Beweis. Dies ergibt sich sofort aus der Definition 2.8 des Produktraumes. Ul

3.11 Experiment (farbiges geordnetes Ziehen mit Zuriicklegen). In einer Urne seien n farbige
Bélle und es seien FE alle auftretenden Farben. Wir ziehen nun k& mal zufillig einen Ball aus
der Urne, notieren seine Farbe, und legen ihn zuriick in die Urne. Wir erhalten eine Folge n =
(m,...,me) von Farben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine vorgegebene Farbfolge

n=(m,...,n) gezogen wird?
3.12 Satz und Definition. Sei f : [n] — E eine Farbfunktion. Der Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,p) == (E,pg)* heikt farbiges geordnetes Ziehen mit Zuriicklegen. Wir notieren sein Wahr-
scheinlichkeitsmaf mit P := P,. Fiir jede Farbfolge n = (n1,...,n) gilt

k

k
P = o) =TT ps) = - T] Mo
=1

i=1
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Ist tibrigens
F:[n)* — EF
v1,-me) = (F(), - f),
die Funktion die einer Folge von Béllen die zugehdrige Folge von Farben zuordnet, so gilt pp = p’},

falls wir F' als eine Funktion auf ([n]*, p¥) betrachten.

Beweis. Fiir jedes n € Q gilt

k n k
2.8 3.8(ii) Ny, 1
P({n}) = p() = [Torn) =" [ =" = — [T Mar
=1 =1 =1
Auferdem gilt
- 1
pr) =p(F ') = >, ;@)= >,
veF—1(n)cQ veF—1(n)cQ
1 1,
== 2. 1= |F' )] =pm) = rfn).
veEF—1(n)CcQ

O

3.13 Korollar. Falls in obigem Satz 3.12 jeder Ball genau eine Farbe hat, d.h. falls f : [n] = F
bijektiv ist, so geht der farbige Fall in den farblosen Fall iiber, d.h. es gilt dann

P({m) =

wie in Satz 3.10.

3.14 Bemerkung. Anstatt die Bélle mit Nummern ¢ € [n] durchzunummerieren kénnen sie ja
auch mit verschiedenen Farben e € E “durchgefarbt” werden. Ist F = {1,...,n}, so entspricht f
lediglich einer Umnummerierung. Falls f(i) = i, so dndert sich tiberhaupt nichts. Dies bezeich-
nen wir im Folgenden als den farblosen Fall. Wir wollen daher bei den anderen Experimenten
immer gleich den farbigen Fall studieren. Der farblose folgt dann direkt so wie hier. Es ist aller-
dings zugegebenermafien etwas verwirrend, dass der farbige Fall ausgerechnet fiir maximal viele
verschiedene Farben in den farblosen Fall iibergeht.

3.2.2 ungeordnet

3.15 Experiment (ungeordnetes Ziehen mit Zuriicklegen). In einer Urne seien n durchnumme-
rierte Bélle mit [ unterschiedlichen Farben E. Wir ziehen nun k mal zufillig einen Ball aus
der Urne, notieren seine Farbe, und legen ihn zuriick in die Urne. Wir erhalten eine Folge

n = (n,...,nx) € E* von Farben. Fiir jede Farbe e € E zihlen wir nun, wie oft sie in der
Folge n vorkommt. Wir erhalten somit eine Folge i = (fi1, ..., ;) von Héaufigkeiten, wobei fiir
alle 1 <e </

fie(n) == {mi € E' i € [K], f(mi) = e},

d.h. pe gibt an, wie oft Farbe e gezogen wurde. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich
beim Ziehen eine vorgegebene Haufigkeitsverteilung fi = (fi1, ..., fi;) ergibt?
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3.16 Satz und Definition (ungeordnetes Ziehen mit Zurticklegen). Definiere
Q= {p e[kl | lal =k}

und es sei ~
S:Q = Q
no= (@), m(n))-

Der Wahrscheinlichkeitsraum ((AZ,[)), p = pg, heilt dann (farbiges) ungeordnetes Ziehen mit
Zuricklegen. Wir notieren sein Wahrscheinlichkeitsmafs mit P. Sei i = (fi1,. .., ) € € beliebig

vorgegeben. Dann gilt
Pian = osi) = () TL pste
eeE

Beweis. Wir rechnen

PUY = psli) = P(S @) = 30 Z Hm

neS—1(i) nesS—1
Z He P Hizl prle)fe > 1= <z> Hizl ps(e)fe,
nes! nes— (i)

wobei man die letzte Gleichung wie folgt einsehen kann: Fiir eine gegebene Haufigkeitsvertei-
lung /i miissen wir also die Anzahl aller Farbfolgen n bestimmen, die die Haufigkeitsverteilung
S(n) = i haben. Da |i| = k besteht die Farbfolge aus k Béllen. Es gibt k! Moglichkeiten diese
anzuordnen. Wir unterscheiden aber nicht zwischen Béllen gleicher Farbe. Daher fallen bei die-
sen k! Moglichkeiten fiir jede Farbe e grade ji.! Moglichkeiten weg. Insgesamt erhalten wir also

(ﬁ) = % viele Moglichkeiten. O

3.17 Definition (Multinomialverteilung). Das WahrscheinlichkeitsmaR P auf Q aus obigem Satz
3.16 heifst auch Multinomialverteilung zu k und p und wird auch mit

M, ({i}) = P({ix ( )pr

eck

notiert.

3.18 Korollar (farbloser Fall). Im farblosen Fall gilt
: k N\ 1/k\ 1 [k
P ( = ) = — = — = — .
({a}) = ps() <ﬂ> 6|€E| (l > 1k (/l) nk <ﬂ>

3.3 Ziehen ohne Zuriicklegen
3.3.1 farblos

Auch beim Ziehen ohne Zuriicklegen ist es niitzlich zunéchst den farblosen Fall zu untersuchen.

3.19 Experiment (farbloses geordnetes Ziehen mit Zuriicklegen). In einer Urne seien n durch-
nummerierte Bélle. Wir zichen nun £ mal zuféllig einen Ball aus der Urne, notieren seine Num-
mer, und legen ihn nicht zuriick in die Urne. Wir erhalten eine Folge v = (v, ..., ) € [n]* von
Nummern. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich beim Ziehen eine vorgegebene Folge
von Nummern v = (vy,...,v) ergibt? Dieses Experiment ergibt ganz offensichtlich nur Sinn,

falls £ < n (im Gegensatz zum Ziehen mit Zuriicklegen).
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3.20 Satz und Definition (farbloses geordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). Sei k& < n. Definiere
Qa={vem |V1<ij<k:isj=uv#v}

(das heifst einfach nur, dass die Eintrdge von v paarweise verschieden sein sollen) und es seien
pa, Pa = P,, gegeben durch die uniforme Verteilung. Der Wahrscheinlichkeitsraum (€24, Pa)
heifst farbloses geordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen. Es gilt fiir jedes v € Qa

1 1 (n—k)!

Pavh) =palv) = o = e = ks~ nl

Beweis. Es geniigt [Q2a| zu berechnen: Da die Eintrége eines jeden v € QA paarweise verschieden
sein sollen (was anschaulich heifst, dass ein einmal gezogener Ball nicht nochmals gezogen werden
kann), gibt es fiir den ersten Eintrag also n Moglichkeiten, fiir den zweiten (n — 1) Moglichkeiten
u.s.w. bis man schlielich noch (n — k + 1) Moglichkeiten fiir den k-ten Eintrag tibrig hat. O

3.21 Experiment (farbloses ungeordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). In einer Urne seien n
durchnummerierte Bélle. Wir ziehen nun k& mal zuféllig einen Ball aus der Urne, notieren seine
Nummer, und legen ihn nicht zuriick in die Urne. Unter Vernachléssigung der Reihenfolge erhalten
wir eine Menge v = {71,...,0} C [n] von Nummern. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine vorgegebene Menge U gezogen wird?

3.22 Satz und Definition (farbloses ungeordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). Sei k& < n.
Definiere
Qi={wcn]|[r|=k}

und es seien p, P := Pj; gegeben durch die uniforme Verteilung. Der Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P) heifit farbloses ungeordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen. Ist

Y:QA — Q
v=(v1,...,v) = {vi,..., vk},
so gilt py = p und aukerdem fiir jedes 7 €
S e 1
P({r}) =p(v) = ﬁ
k

Die Gleichheit py = p bedeutet anschaulich, dass es beim ungeordneten Ziehen ohne Zuriicklegen
egal ist, ob wir der Reihe nach k Bélle ziehen und dann die Reihenfolge vernachlissigen oder alle
k Bélle mit einem Griff auswéhlen.

Beweis. Wir rechnen

or(7) = Pa(S ) = S paln) 2 Rl (1 — L)
k



3.3 Ziehen ohne Zuriicklegen 10

3.3.2 farbig

3.23 Experiment (farbiges geordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). In einer Urne seien n durch-
nummerierte Bélle in [ verschiedenen Farben. Wir ziehen nun k mal zufillig einen Ball aus der
Urne, notieren seine Farbe, und legen ihn nicht zurilick in die Urne. Wir erhalten eine Folge
n=(n,...,m) € [I]F von Nummern. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich beim Zie-
hen eine vorgegebene Folge von Farben n = (n1,...,n;) ergibt? Dieses Experiment ergibt ganz
offensichtlich nur Sinn, falls £ < n (im Gegensatz zum Ziehen mit Zuriicklegen).

3.24 Satz und Definition (farbiges geordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). Sei k < n. Definiere
Q .= EF.

Definiere
F: QA - o
V:(V17"'7Vk) H (f(l/l)7-_7f(yk))
und p’ := ppr. Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P') heiftt farbiges geordnetes Ziehen ohne Zu-
riicklegen. Es gilt fiir jedes ' €

k
Py = do) = O ]
=1

Beweis. Wir rechnen

P’(U/) _ P’(??’) 3.20 |F/71(n/)| (n ;!k)! _ (TL ;!k)! HNUQ

O

3.25 Experiment (farbiges ungeordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). In einer Urne seien n
durchnummerierte farbige Balle in [ verschiedenen Farben E. Wir ziehen nun k& mal zufillig
einen Ball aus der Urne, notieren seine Nummer und legen ihn nicht zuriick in die Urne. Wir
erhalten eine Menge v = {01,...,0%} C [n] von farbigen Billen. Fiir jede Farbe e € E zéhlen
wir die auftretende Haufigkeit
:ue(’)) = |DmFe|
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich beim Ziehen eine vorgegebene Folge von Haufig-
keiten p = (u1, ..., ;) ergibt?

3.26 Satz und Definition (farbiges ungeordnetes Ziehen ohne Zuriicklegen). Sei k < n. Defi-
niere

Q=0 ={fielkh| il = k}.
Definiere
%
7 @), m(®) = (90 B, o0 F).

Definiere p := pp. Der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ]5) heifst farbiges ungeordnetes Ziehen ohne
Zuriicklegen. Es gilt fiir jedes i € Q gilt

[Teer (3)
G

P({}) = p() =
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Beweis. Wir rechnen

_ - -1~ o322 1, 1 [Lecr (],;VS)
P(p)=p(p) =P(T~ ' (@) = > p@)=|T (u)\(T) ==

k
wobei man die letzte Gleichheit wie folgt einsehen kann: Fiir jede Farbe e € E gibt es genau (g:)
viele Moglichkeiten eine fi. viele Bélle der Farbe e zu ziehen. Man erhélt also die Anzahl der

moglichen Ballmengen zu einer gegebenen Haufigkeitsverteilung fi als das behauptete Produkt.
O

3.27 Definition (Hypergeometrische Verteilung). Das Wahrscheinlichkeitsmafs P auf Q aus Satz
3.26 oben heiftt auch hypergeometrische Verteilung und wird mit
e (3)
Hon(R) = = 7
()
notiert. Hier ist N := (Ny,..., N;) der Vektor der Farbanzahlen und k := |f].

Stellen wir alle Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, so konnen wir samtliche Fragen der Zu-
fallsexperimente aller Urnenmodelle aus 3.1 beantworten.

3.28 Satz (Urnenmodelle). In einer Urne seien n durchnummerierte Bélle mit Farben E, |E| = [.
Es werden daraus k Bélle gezogen. Dann wird dieses Ziehen mit/ohne Zuriicklegen durch die
folgenden Wahrscheinlichkeitsraume modelliert:

Ziehen mit Zuriicklegen ohne Zuriickklegen
Q= EF, QO = EF,
geordnet p(n) = nik Hle Ny, o(n) = (n—k) =1
Satz 3.12 Satz 3.24
QZ{ﬂE[k]éHﬂl K}, O ={ie koAl =k
ungeordnet | () = M) = () Teew (e | ) = Hoi) = T lic),
multinomial, Satz 3.16 hypergeometrisch, Satzk3.26

Tabelle 2: Urnenmodelle (farbig)

Ziehen mit Zuriicklegen ohne Zuriickklegen
Q= NF, Qa={rvenk|V1<ij<k:i#j= v #uv},
geordnet p(v) = nik, pa(v) = (n;!k)!,
uniform, Satz 3.10 uniform, Satz 3.20
Q = [n]*, Q={vcCln|ly =k},
ungeordnet | p(i) = ni"(/’j)’ p(v) = (%,
Korollar 3.18 uniform, Satz 3.22

Tabelle 3: Urnenmodelle (farblos)

Literatur

[1] Georgii, Hans-Otto: “Stochastik”
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Symbolverzeichnis

28 Potenzmenge von 2, page 1

« Fakultat eines Multiindex, page 1

Hp N (f2) hypergeometrische Verteilung, page 10

M p Multinomialverteilung, page 8

[n] natiirliche Zahlen 1 < i < n, page 4

[n]o natiirliche Zahlen 0 < ¢ <n, page 4

N natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}, page 1

No natiirliche Zahlen mit Null Ny = {0,1,2,3,...}, page 1
Px von X induziertes Wahrscheinlichkeitsmafl, page 3

PX die von X induzierte Zahldichte, page 3
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