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Dies ist ein Skript zum gleichnamigen Vortrag, welcher auf der Winterakademie 2010 des Landesver-
bands Mathematikwettbewerbe NRW e.V. gehalten wurde (http://www.soak-nrw.de/). Zielgruppe
sind interessierte Oberstufenschiiler. Wir entwickeln hier den Begriff des sphérischen Dreiecks ana-
log zur euklidischen Geometrie. Um ein tieferes Verstandnis zu ermoglichen, werden einige klassische
Sétze der euklidischen Geometrie im sphérischen Fall diskutiert und bewiesen. Formal baut der Vor-
trag auf der Vektorrechnung der Oberstufe und der euklidischen Geometrie der Mittelstufe auf. Die
entsprechenden Grundlagen konnen je nach Bedarf unterschiedlich intensiv wiederholt werden. Der Stil
des Skriptes ist so universitdr wie moglich gehalten und soll exemplarisch mathematisches Arbeiten
verdeutlichen. Formal bedeutet dies vor allem Axiomatismus, Klarheit und Exaktheit. Das bedeutet
aber nicht, dass wir Anschauungen verbannen wollen, obgleich dieses Skript kein einziges Bild enthélt
(was sich in kiinftigen Versionen vielleicht noch &ndern wird). Es ist uns im Gegenteil ein besonderes
Anliegen geometrische Anschauungen mit formalen Begriffen in Einklang zu bringen, was gerade bei
diesem Thema sehr gut moglich ist. Hilfreiche Bilder kénnen iibrigens beim Lesen und Vortragen leicht
selbst gezeichnet werden. Wem das nicht reicht, der moge sich ein sphérisches Dreieck einfach basteln:
Man muss nur um einen Tennisball drei Gummibénder spannen. Dies ist meistens ohnehin viel niit-
zlicher als jedes Bildchen, weil der dreidimensionale Eindruck dadurch viel besser zur Geltung kommt.
Dieses Skript ist eine erste Rohfassung. Wer Fehler findet, Kritik oder Verbesserungsvorschldge machen
mochte, sende uns bitte eine E-Mail. Wir sind fiir Kommentare und Feedback vom Tippfehler bis zur
Konzeption - insbesondere auch von Schiilern - immer dankbar. Das Skript ist online verfligbar und
kann daher auch leicht aktualisiert werden. Alle notigen Adressen stehen oben im Titel.
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1 Grundlagen: Vektorrechnung

"Aktivieren Sie den Multi- Vektor-Angriffsmodus!”
— REKAR, Romulanischer Commander, 2374

1.1 Definition (R®). Man nennt
R3 = {x = (21,22,23) | x1,22,23 € R}

den (dreidimensionalen) euklidischen Raum oder auch den “R hoch drei”. Ein Element x = (21, x2,23) €
R3 heifit Vektor und x1, x9, x3 seine Koordinaten. Analog definiert man auch den R?, den man in der
Geometrie auch haufig euklidische Ebene nennt. Die Physiker machen kleine Pfeile {iber ihre Vektoren,
z.B. Z. Wir nicht.

1.2 Definition (Vektoroperationen). Seien z,y € R? und A € R. Dann sind folgende Operationen
definiert.

Addition
1+

c4y:=|xza+yo € R3.
3+ Y3

Skalarmultiplikation

Skalarprodukt
(x,y) == x1y1 + 22y2 + x3y3 € R.

Norm/Lange
]| == /{2, z).
Kreuzprodukt
T Y1 L2Y3 — T3Y2
TXYy= |22 | X |Y2] = | T3y1 —T1Y3
3 Y3 T1Y2 — T2Y1

1.3 Definition (Winkel). Fiir zwei Vektoren z,y € R3, x,y # 0, heikt

‘= arccos (@, y)
£(@y) = <||:c|u|y||) (1)

Winkel zwischen x und y. Dabei sei daran erinnert, dass cos : [0, 7] — [—1, 1], also arccos : [-1,1] —
[0, 7]. Wir messen Winkel also immer im Bogenmaf.
Man sagt, dass x und y senkrecht aufeinander stehen, in Zeichen x L y, falls gilt

L(x,y) = g oder aquivalent (x,y) =0.

1.4 Definition (lineare Unabhingigkeit). Drei Vektoren x,y,z € R? heifen linear unabhingig, falls
sie in verschiedene Richtungen zeigen. Formal bedeutet das: Fiir alle A, u, v € R gilt die Implikation

4+puy+ve=0=A=p=v=0.

Analog definiert man lineare Unabhiingigkeit von zwei Vektoren im R? oder auch R?.
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1.5 Bemerkung. Hiufig findet man die den Winkel definierende Gleichung auch in der Form
(@, y) = llz[l[ly] cos (£(,y)) .- (1.2)
Diese Gleichung ist dquivalent zu (1.1).

1.6 Satz (Eigenschaften des Kreuzproduktes). Es seien w, z,y, z € R?
(i). Anti-Kommutativitét:

TXYy=—y Xz
(ii). Orthogonalitét:
rxylx und Xy Ly.
(iii). Winkelformel:
. : T Xy
z xy = |[z||ly| sin(£L(z,y))n, wobei n:=n(z,y) = Tz <ol (1.3)

(iv). Dreierformel:
((E X y) Xz = <$,Z>y— <y,2’>.%'
(v). Jacobi-Identitédt: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ, aber es gilt
(xxy)xz+(yxz)xz+(zxz)xy=0.
(vi). Tripelprodukt:
(x xy) X (zxz)=(r,y X 2)x

(vii). Lagrange-Identitét:
<w X,y X Z> = <w,y><x,z> - <x,y><w,z).

Insbesondere gilt

lw x z)|* = lw|?lz]* - (w,z)>.
(viii). Spatprodukt:!
r1 T2 I3
(x,yxz)y=(y,zxz)=(z,zxy)=det | y1 y2 u3
21 22 Z3

Beweis. |[noch unvollstdndig| Alle Aussagen lassen sich durch grauenhafte Rechnungen beweisen.
(i). Per Definition gilt

T2Y3 — T3Y2 T3Y2 — T2Y3
TXY=|23yr —T1Y3 | = — | T1Y3 —T3Y1 | = ~Y X .
T1Y2 — T2Y1 T2Y1 — T1Y2

(ii). Esist

€T2Y3 — XT3Y2 T
(xxy,x)=( | zay1 —z1y3 |, | 22
T1Y2 — T2Yy1 €T3

= T1T2Y3 — T1T3Y2 + T2x3Y1 — T1T2Y3 + T1T3Y2 — Tax3y1r = 0

Die zweite Gleichung folgt analog.

Wer die Determinantenfunktion det noch nicht kennt, moge sich das letzte Gleichheitszeichen einfach wegdenken und
sich merken, dass die Zahlen auf der linken Seite genau dann 0 sind, falls x, ¥y, z linear abhéngig sind.
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(iii).
(iv).
(v).
(vi).

W2T3 — W3T2 Y223 — Y322

(wxz,yxz) = w3T1 — T3W1 | , | Y321 — 23Y1

wW1T2 — W21 Y122 — Y221

= (wax3 — w3w2)(y223 — y322) + (w31 — w3w1) (Y321 — 23y1) + (W12 — wax1) (Y122 — Y221)
= (w2r3y223 — W2T3Y322 — W3T2Y223 + W3T2Y322)

+ (w3r1y321 — W3T123Y1 — T3W1Y321 + T3W123Y1)

+ (w1z2y122 — W1T2Y221 — WaT1Y122 + W2T1Y221)

= (w1y17121 + W1Y1T222 + W1Y12323) + (W2Y2T121 + W2Y2T222 + WaY2T323)

+ (w3ysz121 + W3YsT222 + w3YsT323) — (T1y1w121 + T1Y1W22 + T1Y1W323)

— (Tay2wi21 + Tay2w222 + Tayrws23) — (T3yzwi21 + T3yYzwaze + T3Y3Ww323)

= (w1y1 + w2y + w3y3)(r121 + T2z2 + 323) — (T1y1 + T2y2 + 23Y3) (w121 + waze + w323)
=

w, y) (@, 2) = (2, y)(w, 2)

(vii).

2 Grundlagen: Euklidische Geometrie

"Mein Vater hat mir von ‘nem allsehenden Auge in einem magischen Dreieck
erzahlt. Er sagte, es verlieh seinem Besitzer unglaubliche Macht. Macht iber
die Zeit. Er nannte es das ’Dreieck des Lichts’. Haben Sie je davon gehdrt?”

— LARA CROFT, Grabrauberin, 1993

Es gibt verschiedene “Geometrien”. Am beriithmtesten ist sicherlich die euklidische, d.h. die ebene
Geometrie. Im néchsten Kapitel wird die sphérische Geometrie behandelt, daneben gibt es auch
noch die sog. hyperbolische Geometrie. Diese Geometrien haben viele Eigenschaften gemeinsam,
aber auch fundamentale Unterschiede. Beispielsweise betréigt die Innenwinkelsumme eines euklidischen
Dreiecks stets 7 (also 180°), in einem sphérischen Dreieck ist sie stets grofer (siche Satz 3.22) und in
einem hyperbolischen Dreieck stets kleiner. Um die Unterschiede zwischen euklidischer und sphérischer
Geometrie besonders gut zu sehen, wiederholen wir hier noch einmal kurz einige der wichtigsten Fakten
aus der euklidischen Geometrie.

2.1 Definition (Gerade). Fiir zwei verschiedene Punkte A, B € R? heifit
G(A,B) := G2(A,B) := {A+t(B—A) |t R} CR?
die Gerade durch A und B. Ein Punkt C € R? liegt auf der Geraden G(A, B), falls C € G(A, B).

2.2 Definition (kolinear). Drei Punkte A, B,C € R? heiken kolinear, wenn sie auf einer Geraden
liegen.
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2.3 Definition (Halbebene). Seien A, B, C' € R? nicht kolinear. Dann trennt die Gerade G(A, B) den
R? in zwei Teilmengen. Und da C' ¢ G(A, B), muss C in genau einer dieser beiden Teilmengen liegen.
Diese Teilmenge bezeichnen wir mit

H(A,B,C) := Hy(A,B,C) C R?.
2.4 Definition (Dreieck). Seien A, B,C € R? nicht kolinear. Dann heifit
A(A, B,C) := Ay(A,B,C) := Ho(A, B,C) N Ho(B,C, A) N Hy(C, A, B) C R?

das von A, B,C aufgespannte Dreieck. Wir nennen A, B, C' auch die Eckpunkte des Dreiecks . Haufig
bezeichnet man mit

a:=C—-B, b:=A-C, c:=B—A,
die Seiten des Dreiecks und mit
a:= 4(=b,c), B :=4(—c,a), v = £(—a,b),
die Innenwinkel .

2.5 Bemerkung. Man beachte, dass wir hier “Dreieck” als Punktmenge definiert haben und “Seiten”
als Vektoren. Nur die Seiten oder gar nur die Seitenldngen anzugeben gentigt nicht, d.h. aus ||al|, ||b]], ||c]]
lasst sich im Allgemeinen das Dreieck nicht eindeutig zuriickgewinnen.

2.6 Definition (Kreis). Sei M € R? und r > 0. Dann heifit
K(M,r):={PecR?|||P—- M| =r} CR?
Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.
2.7 Satz (Kreisumfang). Der Umfang eines Kreises K (M, r) betrigt 27r.
2.8 Satz (Kugeloberfliche). Der Oberflicheninhalt einer Kugel mit Radius R betrigt 47 R?.

2.9 Satz (Additionstheoreme). Es gilt fiir alle «, 5 € R:

(i)-
sin(a £ 3) = sin(a) cos(5) £ sin(3) cos(a).

ii).
W cos(a £ ) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(f3).
Insbesondere die Spezialfille
cos(m — a) = — cos(a), sin(m — a) = sin(a),
werden wir des 6fteren bendtigen.
2.10 Satz (“Trigonometrischer Pythagoras”). Es gilt fiir alle « € R
cos(a)? +sin(a)? = 1.
2.11 Satz (Sinussatz). Sei Az(A, B, C) ein Dreieck. Dann gilt
lall - _ M6l el

sin(a)  sin(8)  sin(y)’
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2.12 Satz (Kosinussatz). Sei Ay(A, B, C) ein Dreieck. Dann gilt
lell* = llall* + [181* = 2lall|[b]] cos(~).
2.13 Satz (Innenwinkelsatz). Die Innenwinkelsumme eines Dreiecks betrigt stets m, d.h.
a+fB+y=m.

2.14 Satz (Flicheninhalt). Der Fldcheninhalt des Dreiecks A = Ag(A, B, C) betrigt

Al
Al = —
A= e 121,
wobei die Hohe h definiert ist durch
h R <a7 b)
IR

3 Spharische Geometrie

“Die Sphdre... seltsam. Wusstest du, dass er gelebt hat? Ja. Er ist hier - in der Sphdre selbst.

Mit Gewissheit verstimmelt. Er ruft nun eine héhere Macht herbei. Nein, nicht Illidan.”

— A’DAL, Herrscher der Sha’tar, 27
3.1 Definition (Sphire). Fiir M € R? und r > 0 nennen wir
S(M,r):={PeR3||M-P||=r} CR?
die Sphdre mit Radius r um M. Die Menge
S :=85(0,1)
heifst Finheitssphdre oder schlichtweg Sphdre.

3.2 Bemerkung. Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden nur die Einheitssphére, alle
Uberlegungen lassen sich aber auch auf beliebige Sphéren verallgemeinern. Die Rechnungen sind dann
allerdings etwas komplizierter.

3.3 Definition (antipodal). Zwei Punkte A, B € S heifsen antipodal, falls
B =-A.
3.4 Definition (Ebene). Seien A, B € S verschieden und nicht antipodal. Dann heifst
E(A,B) := F3(A,B) .= {DMA+uB | \,u € R} C R
die von A und B aufgespannte Ebene.
3.5 Definition (Grofskreise). Seien A, B € S verschieden und nicht antipodal. Dann heift
Gs(A,B):=SNE(A,B)cS cR?

Grofskreis durch A und B.
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3.6 Definition (Grofkreissegment). Seien A, B € S verschieden und nicht antipodal. Dann gibt es
auf dem Grofkreis Ggs (A, B) zwei Verbindungsstrecken von A nach B. Die kiirzere von beiden nennen
wir das Grofikreissegment von A nach B

GSs(A,B)CS. (3.1)

3.7 Bemerkung. Als Mengen sind die Grofkreissegmente GSs (A4, B) und GSs (B, A) gleich. Wir
wollen uns trotzdem merken, wo das Segment beginnt und wo es aufhort.

3.8 Bemerkung. Nach Satz 2.7 betrdgt der Umfang eines Kreises in der Ebene genau 27. Da
GroRkkreise aber gerade durch Kippen dieser Ebene im R? entstehen, was den Kreisumfang nicht veréin-
dert, betragt der Umfang eines Grofikreises ebenfalls 27.

Die Lange eines A und B verbindenden Groftkreissegments G Ss (A, B) betragt

£(A, B).
3.9 Definition. Fiir ein Grofkkreissegment GSs (A, B) heift

 B- (A,B)A
TAB) = 15—, By4]

der Tangentialvektor von GSs (A, B).

3.10 Lemma (Eigenschaften von Tangentialvektoren).
(i). B—(A,B)A#0.

(ii). A LT(A,B).

(iii). T(A,B) € E(A, B).

(iv). A und T'(A, B) sind verschieden und nicht antipodal
(v). E(A,T(A,B)) = E(A, B).

(vi). |B— (A, B)A|? =1— (A,B)?

Beweis.

(i). Angenommen dies wére falsch, dann wiirde folgen:

Nun ist aber ||A]| = ||B|| = 1 und daher |[(A, B)| = 1. Also ist B = +A. Widerspruch! Denn wir

hatten A, B als verschieden und nicht antipodal vorausgesetzt.

(ii). Wir rechnen

B_<A7B>A A>: <B7A>_<A?B><A7A> =0,

T(A,B),A) =( ————F————

.84 = (55 By 1B (4 B)A|
da (A, A) =1 und (A, B) = (B, A).

(iii). Es ist per Definition

B 1 —(A, B)
TAB) == ma ? T - (a8

=\ =

A€ E(A,B)

(iv). Das Gegenteil steht im Widerspruch zu (ii).
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(v). Gemaéfs (iv) erzeugen A und T'(A, B) immerhin eine Ebene und aus (iii) folgt die Aussage.

(vi). Wir rechnen
1B — (A, B)A|” = || BII* - 2(A, B)* + (A, B)’||Al|* = 1 - 2(A, B)* + (4, B)* = 1 — (4, B)”
O

3.11 Bemerkung (fiir Experten). Ein Sinn des obigen Lemmas ist es, zu motivieren, warum wir Tan-
gentialvektoren wie in 3.9 definiert haben. Wir sind auf diese Definition wie folgt gekommen: Angenom-
men auf dem Grofkreis Gg (A, B) kreist ein Partikel herum, welches durch ein Seil im Ursprung fest-
gehalten wird. Lésst man das Seil zu genau dem Zeitpunkt los, bei dem sich das Partikel durch den
Punkt A bewegt und grade in Richtung B weiterkreisen will, dann zeigt der Geschwindigkeitsvektor
des losgelassenen Partikels zum Zeitpunkt des Loslassens genau in Richtung T'(A, B). Wenn man sich
mit mehrdimensionaler Analysis auskennt, kann man das so formalisieren: Sei
v: R — §,
A+t(B—A)
b= mave—an

die Kurve in Gs (A4, B), welche das kreisende Partikel beschreibt. Es gilt dann gerade v(0) = A
und (1) = B. Man kann dann (mit Hilfe der verallgemeinerten Ableitungsregeln) zeigen, dass der
Geschwindigkeitsvektor 4(t) die Gleichung

¥(0) = T(A, B)
erfullt.

3.12 Definition (sphérisch kolinear). Drei paarweise verschiedene und paarweise nicht antipodale

Punkte A, B,C € S heiflen sphdrisch kolinear, falls C' € Gs (A, B).

3.13 Bemerkung. Falls iibrigens A, B, C sphérisch kolinear sind, dann ist nur nur C' € Gs (4, B),
sondern automatisch auch A € Gs (B,C) und B € Gs (A, C).

3.14 Definition (Hemisphére). Seien A, B,C € S nicht sphérisch kolinear. Dann teilt Gs (A4, B) die
Sphére in genau zwei Hélften, Hemisphdren genannt. In genau einer von beiden muss C' liegen. Diese
Hélfe nennen wir

H(A,B,C):=Hs(A,B,C)CS C R
3.15 Definition (sphérisches Dreieck). Seien A, B,C' € S nicht sphérisch kolinear. Dann heifst
A:=As(A,B,C):=Hs(A,B,C)NHs(B,C,A)NHs (C,A,B)CS
spharisches Dreieck mit Eckpunkten A, B, C. Wir bezeichnen mit
a:=GSs(B,C), b:=GSs (C, A), c¢:=GSs (A, B)

die Seiten von A, mit |al, |b|, |c| die dazugehorigen Langen und mit

a:=L(T(A,B), T(A,(C)), g :=<L(T(B,C), T(B,A)), v:=L(T(C,A), T(C,B))
die Innenwinkel von A.

3.16 Lemma (Berechnung der Innenwinkel). Sei A = Ag (A, B,C) ein sphérisches Dreieck. Dann
gelten

L£(Cx A/ AxB)=7—q,

L(Ax B,BxC)=m—p,

A£(BxC,CxA)=m—n.
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Beweis. Wir beweisen exemplarisch die ersten Gleichung und berechnen dazu zunéchst

~cos(m —a) "M cos(a) = cos(L(T(A, B), T(A, C)))

_ (T(A,B),T(4,0))
IT(A B)IIT(A, O]
< —(A,B)A  C - (A,C>A>
1B = (A, B)A|" ||C — (A, ) A]

_(B,C) — (A,C)(B,A) — (A, B)(A,C) + (A, B)(A,C)(A, A)

N 1B = {A, B)AI|C = (A4, C)A]

(B,C) — (A,C){(A,B)  s10) (B,C)—(A,C){A,B)

=(T(A,B), T(A,C))

B ||B — (A, BYA[[C - (A, C)4] V- (401 (A B))?
[0 A4~ B ICx AJl[Ax B

 (OUxA,AxB) "~ cos

= ToxAlAx B~ @ AAXE)

Jetzt kiirzt sich auf beiden Seiten das Minuszeichen. Anwendung von arccos auf beiden Seiten liefert
das Ergebnis. O

3.17 Korollar. Mit Satz 2.9 kann man Lemma 3.16 auch so formulieren: Es gilt

sin(a) = sin(L(C x A, A x B),
sin(f) = sin(£L(A x B, B x C)),
sin(y) = sin(£L(B x C,C x A)).

3.18 Lemma (Berechnung der Seitenliangen). Sei A = Ag (A, B, () ein sphérisches Dreieck. Dann
gilt

cos(lal) = (B, C), cos(|b]) = (4,C), cos(|c]) = (4, B),
und auflerdem
sin(|al) = || B x C], sin(|b]) = [|A x Ol sin(|c[) = [[A x B

Beweis. Wir zeigen exemplarisch jeweils die erste Gleichung: Nach Definition gilt

(3.1) (B,C)
cos(|al) =" cos(£L(B,C B,C 3.2
(lal) (£(B,0)) = TBIIC] =(B,C) (3.2)
und
1.6,(vii)
sin( ]a\ \/l—cos (la])? \/1— B,CY?2 =" ||BxC|.

3.1 Flacheninhalt und Innenwinkel
3.19 Definition (Mond). Seien A, B, B’ € S nicht sphérisch kolinear. Dann heift

M(A,B,B') := Hs (A, B,B') N Hs (A, B', B)
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ein Mond. Dieser ist zwar kein sphéarisches Dreieck, nichtsdestotrotz schneiden sich die beiden Grofskreise
im Punkt A und dort definieren wir analog

a:=«L(T(A,B), T(A,B),
den Winkel des Mondes.

3.20 Lemma. Sei M := M(A, B, B’) ein Mond mit Winkel a. Dann erfiillt der Flacheninhalt |M |
von M
|M| = 2a.

Beweis. Geméaf Satz 2.8 hat S den Flacheninhalt 47. Die Hemisphére Hg (A, B, B’) hat also den
Flacheninhalt 27. Der Grofkreis Gs (A, B) schneidet Hg (A, B, B') in zwei Teile, den Mond M und
einen Rest. Das Verhéltnis dieser beiden Flachen zueinander ist aber gerade der Winkel a. O

3.21 Konvention. Fiir eine Menge X C R3 sei
X :={-z|xe X}
Wir sagen auch —X geht aus X durch Spiegelung hervor.

3.22 Satz (Innenwinkelsatz). Sei A = Ag (A, B, C) ein sphérisches Dreieck. Dann gilt
Al=a+ [+~ —m.

Beweis. Die drei Grofskreise Gs (4, B), Gs (B, C), Gs (A, C) zerteilen die Sphére S in insgesamt acht
Fléchen, die paarweise durch Spiegelung auseinander hervorgehen: Der Mond M (A, B, C') wird durch
Gs (B, C) in das Dreieck A und eine Restmenge M4 unterteilt. Analoges gilt fiir die anderen Monde
und somit erhélt man eine disjunkte Zerteilung

My := M(A,B,C) = AU M, , zerteilt durch das GroRkreissegment G'Sg (B, C),
Mp := M(B,A,C) = AU Mg , zerteilt durch das GroRkreissegment GSg (A4, C), (3.3)
Me:=M(C,A,B) =AU My , zerteilt durch das Grofkreissegment G.Ss (A, B).

Damit erhalten wir die vier Fldchenstiicke A, M A, M B, M. Wir stellen nun fest: Der Ball ist rund.
Wir kénnen das Dreieck spiegeln und die gesamte Situation nochmals genauso auf der Riickseite der
Sphére betrachten, d.h. wir erhalten dort die Flachenstiicke —A, —M 4, —Mp, —M¢, welche dieselben
Relationen (3.3) erfiillen. Fiir die Fliache dieser Stiicke gilt:
3.20 3.3 ~
202 |Ma| 2 |A] + |34

. 3.3 ~
25°2 |Mp| E A + M| (3.4)

3.20 3.3 ~
2y °2 |Mc| "2 |A] + Mo
Addiert man alle diese Gleichungen, so bekommt man
2(a+ B +7) = 3|A| + [Ma| + [Mp| + [Mcl. (3.5)

Andererseits zerlegen unsere acht Flachenstiicke die Sphére. Daher gilt mit Satz 2.8

A = |A| + | = Al + |Ma| + | — Ma| + |Mp| +| — Mp| + |Mc| + | — Mc¢|. (3.6)
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Nun dndert das Spiegeln den Flécheninhalt aber nicht. Daher kénnen wir (3.6) vereinfachen zu
4 = 2|A| + 2|M 4| + 2| Mp| + 2| Mc|
27 = |A| + [ Ma| + [Mp| + | Mc|. (3.7)
Dann nimmt man Gleichung (3.5) und zieht Gleichung (3.7) davon ab, d.h. wir erhalten

(3.5) — (3.7)
= 2a+B+y—7)=3A] - |A] =2A|

Jetzt kann man die 2 kiirzen und erhalt die Aussage. O

3.23 Bemerkung. Die Grofse o+ §+ v — 7 nennt man auch den Ezzess des Dreiecks. Der soeben be-
wiesene Satz 3.22 besagt also, dass der Fldcheninhalt eines sphéarischen Dreiecks auf der Einheitssphére
gleich seinem Exzess ist. Im scharfen Gegensatz dazu besagt der Innenwinkelsatz 2.13 der euklidischen
Geometrie, dass der Exzess eines euklidischen Dreiecks immer gleich Null ist. Daher ist dieser Be-
griff in der euklidischen Geometrie auch ausgesprochen uninteressant. Man beachte auch wie sehr der
sphérische Innenwinkelsatz die Berechnung von Flacheninhalten vereinfacht, wenn man erst einmal die
Winkel des Dreiecks kennt. Es ist nicht notwendig eine Hohe zu konstruieren, was ja bei der Berech-
nung der Flacheninhalte euklidischer Dreiecke iiblicherweise gemacht wird; siehe 2.14. Bevor man in
Jubel ausbricht, sollte man sich aber klar machen, dass die Berechnung der Winkel in der sphérischen
Geometrie leider deutlich aufwendiger ist; siche 3.16.

3.2 Trigonometrie

Bevor wir zu den klassischen Sétzen der sphérischen Trigonometrie kommen, bendtigen wir noch ein
technisches Lemma.

3.24 Lemma (Sinus/Tripelprodukt

~—

. Sei A = Ag (A, B,C) ein sphérisches Dreieck. Dann gilt

(A x B
(B xC
|(C x A

x (B x O)| = sin(|¢]) sin(|a]) sin(8),
x (C x A)|| = sin(|a]) sin(|b]) sin(y),
% (A x B)| = sin(|b|) sin(|e]) sin(a).

Beweis. Wir beweisen exemplarisch die erste Gleichung: Es gilt

1(A x B) x (B x )| "™ |14 x B|||| B x C||sin(4(A x B, B x C)
A% BB x C|sin(8)
*= sin(|c]) sin(|al) sin(3).
O
3.25 Satz (Sinussatz). Sei A = Ag (A, B,C) ein sphiirisches Dreieck. Dann gilt
sin(la[) _ sin(|b]) _ sin(|¢|)
sin(@)  sin(3) _ sin(y)’
Beweis. Es gilt
(AxB)x (BxC) "2 _(Bx a)yx (Bx0)" " B axc)B Y (B, x A)B,
(BxC)x (CxA)=(C,Ax B)C (3.8)

=
(CxA)x (Ax B)=(A,Bx C)A.
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Die Normen der rechten Seiten dieser Gleichungen sind nach 1.6,(viii) gleich einer Konstanten V' € R,
denn [|A|| = ||B|| = ||C]| = 1. Insgesamt erhélt man damit aus (3.8) und Lemma 3.24

sinJel sin(jal) sin(6) = V;
sin(la|) sin([b]) sin(y) =V, (3.9)
sin(|b]) sin(|c|) sin(a) = V.
Kombination der Gleichungen liefert die Aussagen:
sin(|c|) sin(|a|) sin(B) = sin(|b]) sin(|c|) sin(«) = sin(|a|) sin(3) = sin(]b]) sin(«)
sin(|c|) sin(|a|) sin(3) = sin(|a|) sin(|b|) sin(y) = sin(|c|) sin(3) = sin(|b|) sin(y).
Dies war zu zeigen. O

3.26 Satz (Sphérischer Winkel-Kosinussatz). Sei A = Ag (A4, B,C) ein sphérisches Dreieck. Dann
gilt
cos(|c|) = cos(|a|) cos(|b|) + cos(7y) sin(|al) sin(|b]).

Beweis. Es gilt mit der Lagrange-Identitét 1.6,(vii)
(Bx C,AxC)=(B,A){C,C)y—(C,A)(B,C) =(B,A) — (C, A)(B, C).
Auf der rechten Seite benutzen wir Lemma 3.18 und erhalten
(B x C,AxC)=cos(|c|]) — cos(]b]) cos(]a|)
Wir vertauschen die beiden Seiten der Gleichung und formen weiter um zu:

cos(|c|) — cos(|b]) cos(|a]) = (B x C, A x C) (L2 |B x Cl|||[A x Cllcos(£(B x C,A x C))

318 sin(]a|) sin(|b]) cos(L(B x C, A x C))

M0 gin(la]) sin([b]) cos(L(B x C,C x A))

316 _ sin(]a|) sin(|b]) cos(m — )

22 sin(|al) sin(|b]) cos(7).

3.27 Bemerkung (fiir Experten).

(i). Man beachte zunéchst einmal die frappierende Ahnlichkeit dieses sphérischen Kosinussatzes 3.33
mit dem euklidischen Kosinussatz 2.12.

(ii). Wenn man nicht nur auf der Einheitssphire S arbeitet, sondern auf einer allgemeinen Sphére
S, :=S(0,7) mit Radius r > 0, dann gilt auch dort eine verallgemeinerte Version des Winkel-
Kosinussatz 3.33: Definiere die Zahl x := x(r) := 1/r? und die rellen Funktionen

cs: R — R, sn,: R — R,
t  +— cos(y/kt), t - ﬁsin(\/ﬁt).

Dann lautet der Seiten-Kosinussatz fiir ein Dreieck A auf einer Sphére mit Radius r

csw(lcl) = cswlal) esx([b]) + msny(|al) snx([b]) cos(v). (3.10)
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WEeil die Rechnungen dann alle etwas schwieriger werden, haben wir uns hier entschieden, den
Kosinussatz nur auf der Einheitssphére zu beweisen. Dennoch wollen wir einen genaueren Blick
auf Gleichung (3.10) werfen. Man beachte zunéchst einmal, dass sie fiir » = 1 in den bewiesenen
Kosinussatz 3.33 iibergeht: Denn es gilt

€Sk = COS,
SIl, = SIn.

(iii). Der euklidische Kosinussatz 2.12 wird ja auch in vielen Anwendungen (“Textaufgaben”) benutzt.
Man hat sich vielleicht schon gefragt, warum dabei keine Fehler entstehen, denn schliefslich ist
die Erdoberflache ja auch eine Sphére und keine flache Ebene. Die Antwort lautet: Es entstehen
Fehler! Eine Motivation fiir die Mathematiker der Antike, sphérische Geometrie zu studieren, war
die Navigation von Schiffen iiber grofe Distanzen. Im Kleinen werden die Fehler kaum sichtbar.
Das liegt daran, dass ein sehr kleines spharisches Dreieck auf einer Sphére mit sehr groftem
Radius sich fast genauso verhélt wie in der euklidischen Ebene. Je grofier der Radius der Sphére,
desto flacher wird das Dreieck. Man sagt auch: “Fiir r — oo gehen die Formeln der sphérischen
Geometrie in die der euklidischen Geometrie {iber.” Wenn man sich mit Grenzwerten und stetigen
Funktionen auskennt, kann man dieser Aussage einen formalen Sinn und einen Beweis geben.

3.28 Definition (Pol). Sei G := Gs (A4, B) ein Grofkreis. Dann heifst

Ax B
PO =

Pol von G. Man nennt manchmal auch P und —P(G) die Pole von G.

3.29 Bemerkung. Zu jedem Grofkreis G gibt es genau zwei Punkte in S, welche von G maximalen
Abstand haben. Diese Punkte sind gerade die Pole von G. Der Name kommt daher, dass auf der
Erdoberfliche die Pole des Aquators gerade der Nord- und der Siidpol sind.

3.30 Definition (Polardreieck). Sei A := Ag (A, B, C) ein sphérisches Dreieck. Dann heifst
A= NAg (A", B',C") :==Ag (P(Gs (B, 0)), P(Gs (C, A)), P(Gs (A, B)))

A <B><C CxA AxB)
—As ) )
1B xCl"[[Cx Al [[Ax B

das zu A zugehdrige Polardreieck. Diese hat dann ebenfalls Seitenldngen |a/|, [b'], |¢/[, und Innenwinkel
a/ ﬂ/ ,y/.

3.31 Lemma. Sei A := Ag (A, B, () ein sphirisches Dreieck und A" := Ag (A’, B', C") das zugehorige
Polardreieck wie oben in 3.30.

(i). Dann ist A’ wirklich ein sphérisches Dreieck im Sinne von Definition 3.15, d.h. A’, B’, C’ sind
sphérisch nicht kolinear.

(ii). Sei auferdem A" := Ag (A", B”,C") das zu A’ gehorige Polardreieck. Dann gilt
A" = £A.

Man kann das auch so formulieren: Ist A’ das zu A zugehorige Polardreieck, so ist auch A’
das zu A gehorige Polardreieck bis auf evtl. eine Spiegelung. In jedem Falle hat A” dieselben
Seitenldngen und Innenwinkel wie A.

Beweis.
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(i). Dies bitten wir euch zu glauben. :-( Der Beweis benotigt noch mehr Lineare Algebra als wir im
Kapitel tiber Vektorrechnung schon zusammengestellt haben.

(ii). Nach Definition sind A, B, C nicht sphérisch kolinear, also insbesondere linear unabhéngig. Dies
ist gemafs Satz 1.6,(viii) dquivalent dazu, dass

=(A,BxC)=(B,CxA)=(C,Ax B)#0. (3.11)
Dies liefert uns eine Zahl ¢ := ﬁ € {—1,1}. Nun ist aber

6,(v1) (3.11)

(CxA)x(AxB)=—-(AxC)x(Ax B) —(A,C x B)A pA (3.12)

Analoges gilt auch fiir die anderen Seiten und daher erhalten wir insgesamt

, (CxA)x(AxB)
yr— B xC _ CXANAXBI_ _ CwadAxB)mgygA:_A
1B O~ (@] = O x A) x (Ax BT~ ol o
[CANAXB]
B" = ¢B, (3.13)
C" = ¢C,

was zu zeigen war.

O

3.32 Lemma (Eigenschaften von Polardreiecken). Sei A ein sphérisches Dreieck und A’ das zugehorige
Polardreieck. Dann bestehen zwischen den Seitenldngen und Innenwinkeln von A und A’ die folgenden
Beziehungen (Notation wie oben in 3.30):

| =7 —a, V| =~ 8, || =7m—,
sowie
o =m—al, B =m— b, v =7 —|c.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch jeweils die erste Formel. Es gilt

(CxAAxC)
1€ > AJ[l|A < Bl

) = (8.0 2 cos(a)

cos(m — ) 319 cos(L(C x A,Ax B)) =

_<C><A Ax B
1C x All” |[Ax B

und damit also 7 — a = |d/|.
Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, wenden wir den ersten Teil auf A’ an: Fiir dessen
Polardreieck gilt laut Lemma 3.31, dass A” = +£A. Daher gilt

ld'|=7m—d = Ja|=71—d = o =7 —|al.
O

3.33 Satz (Sphérischer Seiten-Kosinussatz). Sei A = Ag (A, B, C) ein sphérisches Dreieck. Dann gilt

cos(|e|) sin(a) sin(3) = cos(a) cos(3) + cos().
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Beweis. Wendet man Satz 3.26 auf das zu A zugehorige Polardreieck A’, so erhélt man zunéchst
cos(v) sin(|a’|) sin(|6]) = cos(|¢|) — cos(]a’]) cos(|']). (3.14)
Setzt man nun die Relationen aus Lemma 3.32 in diese Gleichung (3.14) ein, so erhilt man
cos(m — |¢|) sin(m — «) sin(m — ) = cos(m — ) — cos(m — ) cos(m — [3). (3.15)
Verwendet man nun Satz 2.9, so bekommen wir
— cos(|c]) sin(a) sin() = — cos(y) — cos(a) cos(3),

was die Aussage impliziert. O
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